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Ïðåäãîâîð

Îâà çáèðêà jå ïðå ñâåãà íàìå»åíà çà ïðèïðåìó ïîëàãà»à ïðèjåìíîã
èñïèòà èç Ìàòåìàòèêå çà áóäó£å êàäåòå Âîjíå àêàäåìèjå. Ïîòðåáà çà
ïèñà»åì îâàêâå çáèðêå íàñòàëà jå èç ÷è»åíèöå øòî ñå êàíäèäàòè çà
êàäåòå Âîjíå àêàäåìèjå ïðèjàâ§ójó èç ñâèõ êðàjåâà Ñðáèjå, ÁèÕ ïà è
èç Öðíå Ãîðå, è óî÷èëè ñìî äà êàíäèäàòè íå äîëàçå ñà ïðèáëèæíî èñòèì
çíà»åì ìàòåìàòèêå èç ñðåä»å øêîëå. Èç òîã ðàçëîãà ïðâåíñòâåíè öè§
jå áèî äà îâà çáèðêà îáóõâàòè ñâå öåëèíå êîjå ñó íåîïõîäíå çà ñàìîñòàëàí
ðàä è óñïåøíî ïîëàãà»å ïðèjåìíîã èñïèòà èç Ìàòåìàòèêå.

Âåëèêè áðîj çàäàòàêà jå ó ïîòïóíîñòè è ïîñòóïííî ðåøåí èç ñâàêå
öåëèíå, à òàêî¢å jå äàò âåëèêè áðîj çàäàòàêà ñà ðåøå»èìà çà ñàìîñòàëàí
ðàä. Ïðå ðåøàâà»à çàäàòàêà óç ñâàêó öåëèíó äàòà ñó íåîïõîäíà òåîðåòñêà
îájàø»åíà è ôîðìóëå ðàäè ëàêøåã ðàçóìåâà»à è ðåøàâà»à çàäàòàêà.

Ó äðóãîì äåëó çáèðêå, ïîòïóíî ñó ðåøåíè çàäàöè ñà ïðèjåìíèõ èñïèòà
îäðæàíèõ íà Âîjíîj àêàäåìèjè ó ïîñëåä»èõ íåêîëèêî ãîäèíà.

Âåëèêè äîïðèíîñ êâàëèòåòó îâå çáèðêå äàëè ñó ðåäîâíè ïðîôåñîð
Ïàâëå Ìëàäåíîâè£ è âàíðåäíè ïðîôåñîð Çîðèöà Ñòàíèìèðîâè£, ïðîôå-
ñîðè Ìàòåìàòè÷êîã ôàêóëòåòà ó Áåîãðàäó è çàòî èì çàõâà§ójåìî íà
óëîæåíîì òðóäó è ñóãåñòèjàìà.

Ó Áåîãðàäó,

Àóòîðè

iii



Äåî I

Ïðåãëåä ïîjìîâà è ôîðìóëà

èç åëåìåíòàðíå ìàòåìàòèêå

1 Ñêóïîâè. Áðîjåâè

1.1 Ðåàëíè áðîjåâè

Ñêóï ðåàëíèõ áðîjåâà ñå îçíà÷àâà ñà R. �åãîâè íàjâàæíèjè ïîäñêóïîâè
ñó:

Ñêóï ïðèðîäíèõ áðîjåâà ó îçíàöè N = {1, 2, 3, . . .},

Ñêóï öåëèõ áðîjåâà ó îçíàöè Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .},

Ñêóï ðàöèîíàëíèõ áðîjåâà ó îçíàöè Q =
{
m
n
|m ∈ Z, n ∈ N

}
,

Ñêóï èðàöèîíàëíèõ áðîjåâà ó îçíàöè I = R \Q.

Àêî ñó a, b ∈ R ãäå jå a < b ìîãó ñå äåôèíèñàòè èíòåðâàëè:

(a, b) = {x ∈ R|a < x < b} îòâîðåíè èíòåðâàë (Ñë. 1à),

(a, b] = {x ∈ R|a < x ≤ b} èíòåðâàë çàòâîðåí ñà äåñíå ñòðàíå (Ñë.1á),

[a, b] = {x ∈ R|a ≤ x ≤ b} çàòâîðåíè èíòåðâàë èëè ñåãìåíò (Ñë.1â),

[a, b) = {x ∈ R|a ≤ x < b} èíòåðâàë çàòâîðåí ñà ëåâå ñòðàíå (Ñë.1ã),

(−∞,+∞) = R ñêóï ðåàëíèõ áðîjåâà.

a b

a b

a b

a b

a) б)

в) г)

Ñë. 1: Ïðèêàç èíòåðâàëà íà áðîjíîj ïðàâîj
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Áåñêîíà÷íè ïåðèîäè÷íè äåöèìàëíè áðîj ñà ïåðèîäîì c1c2 . . . cp ïèøåìî
ó îáëèêó

a1a2 · · · am, b1b2 . . . bnc1c2 . . . cpc1c2 . . . cp . . . =

= a1a2 · · · am, b1b2 . . . bn(c1c2 . . . cp),

ãäå ñó ai, bj, ck ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}.
Ðàçëîìàê êîìå jå èìåíèëàö jåäèíèöà ñà jåäíîì èëè âèøå íóëà íàçèâàìî
äåöèìàëíèì ðàçëîìêîì.
3
10

= 0, 3; 121
10

= 12, 1 ; 7
100

= 0, 07; 137
10000

= 0, 0137 èòä.

Ðåøåíè çàäàöè

1. Èçðà÷óíàòè èçðàçå:
à) 1 7

20
: 2, 7 + 2, 7 : 1, 35 +

(
4, 2− 1 3

40

)
· 0, 4 : 21

2
;

á) 33
4

: 71
2
− 5, 25 : 10 +

(
1
2
− 2

5

)
: 0, 2.

Ðåøå»å: Èçðàçå èçðà÷óíàâàìî òàêî øòî ñâå áðîjåâå çàïèñójåìî ó îáëèêó
ðàçëîìàêà è íàêîí òîãà ñðå¢ójåìî äîáèjåíè èçðàç:

à) 1 7
20

: 2, 7 + 2, 7 : 1, 35 +
(
4, 2− 1 3

40

)
· 0, 4 : 21

2
=

= 27
20
· 10
27

+ 270
100
· 100
135

+
(
42
10
− 43

40

)
· 4
10
· 2
5

=

= 1
2

+ 2 + 168−43
40
· 4
25

=

= 5
2

+ 125
40
· 4
25

= 5
2

+ 1
2

= 3.

á) 33
4

: 71
2
− 5, 25 : 10 +

(
1
2
− 2

5

)
: 0, 2 =

= 15
4

: 15
2
− 21

4
: 21

2
+ 1

10
: 2
10

=

= 1
2
− 1

2
+ 1

2
= 1

2
.

2. Ïðîíà£è x èç ïðîïîðöèjå

x

0, 0016 : 0, 012 + 0, 7
=

454
25

: 147
5

+ 0, 8

1, 2 : 0, 375− 0, 2
.

Ðåøå»å: Äàòà ïðîïîðöèjà jå åêâèâàëåíòíà ñëåäå£èì jåäíàêîñòèìà:

x
0,0016:0,012+0,7

=
4 54
25

:14 7
5
+0,8

1,2:0,375−0,2

x
16

10000
: 12
1000

+ 7
10

=
154
25

: 77
5
+ 8

10
12
10

: 375
1000
− 2

10

2



x
16

10000
· 1000

12
+ 7

10

=
154
25
· 5
77

+ 8
10

12
10
· 1000
375
− 1

5

x
2
15

+ 7
10

=
2
5
+ 4

5
6
5
· 8
3
− 1

5

x
2
15

+ 7
10

=
2
5
+ 4

5
6
5
· 8
3
− 1

5

x
5
6

=
6
5

3

x = 1
3
.

Çàäàöè çà âåæáó

1. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò èçðàçà(
1, 75 : 2

3
− 1, 75

)
: 7
12(

17
80
− 0, 0325

)
: 400

: (6, 79 : 0, 7 + 0, 3) .

Ðåçóëòàò: 250.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò èçðàçà((
40 7

30
− 38 5

12

)
: 10, 9 +

(
7
8
− 7

30

)
· 1 9

11

)
· 4, 2

0, 08
.

Ðåçóëòàò: 70.

3. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò èçðàçà

1
7

20
: 2, 7 + 2, 7 : 1, 35 +

(
0, 4 : 2

1

2

)
·
(

4, 2− 1
3

40

)
.

Ðåçóëòàò: 7
2
.

3



2 Oïåðàöèjå ñà àëãåáàðñêèì èçðàçèìà

Ó ñëåäå£èì çàäàöèìà êîðèñòè£åìî ñëåäå£å çàïèñå, îïåðàöèjå è ôóíêöèjå:

sgnx =


1, x > 0

0, x = 0

−1, x < 0

, |x| =

{
x, x ≥ 0

−x, x < 0
,

x

y

0

-1

+1

y = sgn x

Ñë. 2: Ãðàôèê ôóíêöèjå
y = sgn x

x

y

0

y=|x|

Ñë. 3: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = |x|

|x| = x · sgnx,

n
√
xn =

{
x, n = 2k + 1,

|x|, n = 2k,
k ∈ N,

a2 − b2 = (a+ b)(a− b),
(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2, (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2,

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3, (a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3,
a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2), a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2),

(a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc.

Àêî jå a, b > 0, è k,m, n ∈ Z òàäà âàæè:

am · an = am+n,
(
a
b

)n
= an

bn
, n

√
a
b

=
n√a
n√
b
,

am

an
= am−n, a0 = 1, n

√
am =

nk
√
amk,

(am)n = am·n, a−n = 1
an
, n

√
am =

n
k
√
a
m
k ,

n
√
am = a

m
n , n

√
a · b = n

√
a · n
√
b, m

√
n
√
a = n

√
m
√
a = nm

√
a.
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Ðåøåíè çàäàöè

1. Èçðà÷óíàòè èçðàç:

((
13
3
− 1 : 0, 3

)−5
: 176

5

12
5
·
(
1
7

+ 2
11

) )− 3
4

.

Ðåøå»å: Çàïèñèâà»åì ñâèõ áðîjåâà ó îáëèêó ðàçëîìêà äîáèjàìî èçðàç
êîjè äà§å ñðå¢ójåìî:(

( 13
3
−1:0,3)

−5
: 176

5

1 2
5
·( 1

7
+ 2

11)

)− 3
4

=

=

(
( 13

3
− 10

3 )
−5
· 5
176

7
5
· 25
77

)− 3
4

=

=
(

5
176
5
11

)− 3
4

=
(

11
176

)− 3
4 =

= 16
3
4 =

(
(24)

1
4

)3
=

= 23 = 8.

2. Èçðà÷óíàòè èçðàç:

38 · 9−2 · 54 + 9 · 125 ·
(
1
5

)−1
(3 · 5)4 · 3−3

: 5.

Ðåøå»å:
38·9−2·54+9·125·( 1

5)
−1

(3·5)4·3−3 : 5 =

= 38·3−4·54+32·53·5
(3·5)4·3−3 : 5 =

= 34·54+32·54
3·55 =

= 32·54(32+1)
3·55 =

= 32·54·10
3·55 = 32·55·2

3·55 = 6.

5



3. Èçðà÷óíàòè èçðàç:(
4−

1
4 +

(
1

2−
3
2

)− 4
3

)
·
(

4−0,25 −
(

2
√

2
)− 4

3

)
.

Ðåøå»å: Êîðèø£å»åì îñíîâíèõ îñîáèíà ñòåïåíà äîáèjàìî èçðàç
êîjè äà§å ñðå¢ójåìî:(

4−
1
4 +

(
1

2−
3
2

)− 4
3

)
·
(

4−0,25 −
(
2
√

2
)− 4

3

)
=

=

(
(22)

− 1
4 +

(
2

3
2

)− 4
3

)
·
(

(22)
− 1

4 −
(

2 · 2 1
2

)− 4
3

)
=

=
(

22·(− 1
4
) + 2

3
2
·(− 4

3)
)
·
(

22·(− 1
4
) −
(

21+ 1
2

)− 4
3

)
=

=
(

2−
1
2 + 2−2

)
·
(

2−
1
2 −

(
2

3
2

)− 4
3

)
=

=
(

2−
1
2 + 2−2

)
·
(

2−
1
2 − 2−2

)
=

=
(

2−
1
2

)2
− (2−2)

2
=

= 2−1 − 2−4 = 1
2
− 1

16
= 7

16
.

4. Èçðà÷óíàòè èçðàç:(
15√
6 + 1

+
4√

6− 2
− 12

3−
√

6

)
:

1√
6 + 11

Ðåøå»å: Èçðàç èçðà÷óíàâàìî òàêî øòî ïðâî ðàöèîíàëèøåìî èìåíèîöå
è òàêî äîáèjåíè èçðàç äà§å ñðå¢ójåìî:(

15√
6+1

+ 4√
6−2 −

12
3−
√
6

)
: 1√

6+11
=

=

(
15(
√
6−1)

6−1 + 4(
√
6+2)

6−4 − 12(3+
√
6)

9−6

)
:
√
6−11

6−121 =

=
(
3(
√

6− 1) + 2(
√

6 + 2)− 4
(
3 +
√

6
))
· −115√

6−11 =

=
(√

6− 11
)
· −115√

6−11 = −115.

5. Èçðà÷óíàòè èçðàç:
√

7−
√

5√
7 +
√

5
+

√
7 +
√

5√
7−
√

5
.

Ðåøå»å: Êàî è ó ïðåòõîäíîì çàäàòêó, ðàöèîíàëèøåìî èìåíèîöå è
äîáèjåíè èçðàç äà§å ñðå¢ójåìî:

6



√
7−
√
5√

7+
√
5

+
√
7+
√
5√

7−
√
5

= .

=
√
7−
√
5√

7+
√
5
·
√
7−
√
5√

7−
√
5

+
√
7+
√
5√

7−
√
5
·
√
7+
√
5√

7+
√
5

=

=
(
√
7−
√
5)

2

(
√
7)

2
−(
√
5)

2 +
(
√
7+
√
5)

2

(
√
7)

2
−(
√
5)

2 =

=
(7−2·

√
7
√
5+5)+(7+2·

√
7
√
5+5)

2
=

= 24
2

= 12.

6. Ðàöèîíàëèñàòè èìåíèëàö ðàçëîìêà

√
5−
√

2 +
√

3√
5 +
√

2 +
√

3
.

Ðåøå»å: Äà áè ðàöèîíàëèñàëè èìåíèëàö íåîïõîäíî jå äâà ïóòà
ïðèìåíèòè ïîñòóïàê èç ïðåòõîäíîã çàäàòàêà:√

5−
√
2+
√
3√

5+
√
2+
√
3

=

=
√
5+
√
3−
√
2√

5+
√
3+
√
2
·
√
5+
√
3−
√
2√

5+
√
3−
√
2

=

=
(
√
5+
√
3−
√
2)

2

(
√
5+
√
3)

2
−(
√
2)

2

= 5+3+2+2
√
5·
√
3−2
√
5·
√
2−2
√
3·
√
2

5+2
√
5·
√
3+3−2 =

= 10+2
√
15−2

√
10−2

√
6

6+2
√
15

=

= 5+
√
15−
√
10−
√
6

3+
√
15

· 3−
√
15

3−
√
15

=

=−2
√
15+2

√
6

9−15 = −2
√
15+2

√
6

−6 =
√
15−
√
6

3
.

7. Ðàöèîíàëèñàòè èìåíèëàö ðàçëîìêà

1√
2 + 3
√

3
.

Ðåøå»å:
1√

2+ 3√3 = 1√
2+ 3√3 ·

√
2− 3√3√
2− 3√3 =

=
√
2− 3√3
2− 3√9 =

=
√
2− 3√3
2− 3√9 ·

4+2 3√9+ 3√81
4+2 3√9+ 3√81 =

= (
√
2− 3√3)·(4+2 3√9+ 3√81)

8−9 =

= ( 3
√

3−
√

2) · (4 + 2 3
√

9 + 3
√

81).
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8. Ñðåäèòè èçðàç

a2 + b2

ab
− a2

ab− b2
+

b2

a2 − ab
.

Ðåøå»å: Èìåíèîöå ó èçðàçó ïðâî ôàêòîðèøåìî ïà îíäà ñâîäèìî íà
çàjåäíè÷êå èìåíèîöå:

a2+b2

ab
− a2

ab−b2 + b2

a2−ab =

= a2+b2

ab
− a2

b(a−b) + b2

a(a−b) =

=
(a2+b2)(a−b)−a2·a+b2·b

ab(a−b) =

= a3+ab2−ba2−b3−a3+b3
ab(a−b) =

= ab2−ba2
ab(a−b) = ab(b−a)

ab(a−b) = −1,

óç óñëîâå ab 6= 0, a 6= b.

9. Ñðåäèòè èçðàç (
(a− b)2

ab
+ 3

)
·
(
a

b
− b

a

)
:
a3 − b3

a2b2
.

Ðåøå»å:(
(a−b)2
ab

+ 3
)
·
(
a
b
− b

a

)
: a3−b3
a2b2

=

= a2−2ab+b2+3ab
ab

· a2−b2
ab
· a2b2

a3−b3 =

=
(a2+ab+b2)·(a2−b2)

a3−b3 =

=
(a2+ab+b2)·(a−b)(a+b)

(a2+ab+b2)(a−b) =
= a+ b,

óç óñëîâå a 6= b, ab 6= 0.

10. Ñðåäèòè èçðàç 2
3

√
a 3
√
b

b
8
√
a12

+
1
2

√ √
a

a
8
√
b3

 :
(

4
√
a+

4
√
b
)

; a, b > 0.

Ðåøå»å:(
2
3

√
a

3√
b

b
8√
a12

+
1
2

√ √
a

a
8√
b3

)
:
(

4
√
a+ 4
√
b
)

=

8



=

( (
ab

1
3

) 3
2

(
ba

12
8

) 3
2

+
(
a
1
2

ab
3
8

)2)
:
(
a

1
4 + b

1
4

)
=

=
(
a
3
2 b

1
3 ·

3
2

b
3
2 a

12
8 ·

3
2

+ a

a2b
3
8 ·2

)
:
(
a

1
4 + b

1
4

)
=

=
(
a
3
2 b

1
2

b
3
2 a

9
4

+ a

a2b
3
4

)
:
(
a

1
4 + b

1
4

)
=

=
(

1

ba
3
4

+ 1

ab
3
4

)
:
(
a

1
4 + b

1
4

)
=

=
(
a
1
4

ba
+ b

1
4

ab

)
:
(
a

1
4 + b

1
4

)
= 1

ab
.

11. Ñðåäèòè èçðàç:(
1

√
a+
√
a+ 1

+
1

√
a−
√
a− 1

)
:

(
1 +

√
a+ 1

a− 1

)
.

Ðåøå»å: Çàäàòàê èìà ñìèñëà àêî jå a ≥ 0, a+1 ≥ 0, a−1 ≥ 0, è a 6= 1 òj.
a > 1. Òàäà äîáèjàìî(

1√
a+
√
a+1

+ 1√
a−
√
a−1

)
:
(

1 +
√

a+1
a−1

)
=

=
(√

a−
√
a+1

a−(a+1)
+
√
a+
√
a−1

a−(a−1)

)
:
(√

a−1+
√
a+1√

a−1

)
=

=
(√

a+ 1−
√
a+
√
a+
√
a− 1

)
:
(√

a−1+
√
a+1√

a−1

)
=

=
(√

a+ 1 +
√
a− 1

)
·
( √

a−1√
a−1+

√
a+1

)
=

=
√
a− 1.

12. Ñðåäèòè èçðàç
a3 − b3

a+ b− ab
a+b

− a3 + b3

a− b+ ab
a−b

.

Ðåøå»å:
a3−b3

(a+b)2−ab
a+b

− a3+b3

(a−b)2+ab
a−b

=

=
(a+b)(a3−b3)
a2+ab+b2

− (a−b)(a3+b3)
a2−ab+b2 =

=
(a+b)(a−b)(a2+ab+b2)

a2+ab+b2
− (a−b)(a+b)(a2−ab+b2)

a2−ab+b2 =

= a2 − b2 − (a2 − b2) = 0, óç óñëîâ a 6= b, a 6= −b.
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Çàäàöè çà âåæáó

1. Óïðîñòèòè èçðàç
(
1
2

)−8 · 16−2 + 2−3 (0, 2)6 · 50 +
(
1
3

)−2 · (81−2)
1
4 .

Ðåçóëòàò: 3.

2. Óïðîñòèòè èçðàç 1, 7 · (4,5·1 2
3
+3,75) 7

135
5
9

−
(
0, 5 + 1

3
− 5

12

)
.

Ðåçóëòàò: 117
84
.

3. Óïðîñòèòè èçðàç (16−2)
−2

: 16(−2)−2
: 16−2

−2
.

Ðåçóëòàò: 164.

4. Óïðîñòèòè èçðàç

(√(√
3− 9

5

)2 − 3

√(
8
5

)3 −√3

)2

.

Ðåçóëòàò: 1
25
.

5. Óïðîñòèòè èçðàç
((

1
a2

+ 1
b2

)
· a3−b3
a2+b2

)
:
(
a2+b2

ab
+ 1
)
.

Ðåçóëòàò: a−b
ab
, ab 6= 0.

6. Ðàöèîíàëèñàòè èìåíèëàö ðàçëîìêà 1
3√2+ 3√3 .

Ðåçóëòàò: = 1
5

(
3
√

4− 3
√

6 + 3
√

9
)
.

7. Èçðà÷óíàòè 2
3

10

√
2−5 5√

340

3−2 4√
220
.

Ðåçóëòàò: 1.

8. Óïðîñòèòè èçðàç
(

a−8
√
ab+4b

a−2 4√
ab−2

√
b

+ 3
√
b
)(

4
√
a+ 4
√
b
)
.

Ðåçóëòàò: 1, a ≥ 0, b ≥ 0.

9. Óïðîñòèòè èçðàç
((

1
a2

+ 1
b2

)
a3−b3
a2+b2

)
:
(
a2+b2

ab
+ 1
)
.

Ðåçóëòàò: a−b
ab
, ab 6= 0.

10. Óïðîñòèòè èçðàç 1
a+ 1

b+c

: 1
a+ 1

b

− 1
b(abc+a+c)

.

Ðåçóëòàò: 1, b 6= 0, b+c 6= 0, ab 6= −1, a(b+c) 6= −1, b(abc+a+c) 6= 0.
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3 Ðåàëíå ôóíêöèjå

Ïðåñëèêàâà»å (ôóíêöèjà) íåïðàçíîã ñêóïà Df ⊂ R ó íåïðàçíè ñêóï
Df ⊂ R jå ïîäñêóï f äåêàðòîâîã ïðîèçâîäà R× R, òàêàâ äà jå

(∀x ∈ Df )
(
∃1y ∈ Df

)
y = f(x),

øòî çàïèñójåìî f : Df → Df . (∃1 ÷èòàìî: ½ïîñòîjè òà÷íî jåäíî�).

ÑêóïDf íà êîìå jå äåôèíèñàíà ôóíêöèjà çîâå ñå îáëàñò äåôèíèñàíîñòè
(èëè äîìåí) ôóíêöèjå f , à ñêóï Df çîâå ñå ñêóï âðåäíîñòè (èëè êîäîìåí)
ôóíêöèjå f .

Äâå ôóíêöèjå f è g ñó jåäíàêå àêî è ñàìî àêî jå Df = Dg è

(∀x ∈ Df ) f(x) = g(x).

Çà ôóíêöèjó f : Df → Df êàæåìî äà jå 1-1 ïðåñëèêàâà»å àêî è ñàìî
àêî

(∀x1, x2 ∈ Df ) (x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2)) .

Çà ôóíêöèjó f : Df → Df êàæåìî äà jå íà ïðåñëèêàâà»å àêî è ñàìî àêî(
∀y ∈ Df

)
(∃x ∈ Df ) y = f(x).

Çà ôóíêöèjó f : Df → Df êàæåìî äà jå áèjåêöèjà èëè áèjåêòèâíî ïðåñëè-
êàâà»å àêî è ñàìî àêî jå îíà 1-1 è íà ïðåñëèêàâà»å.

Íåêà ñó A, B è C íåïðàçíè ñêóïîâè è f : B → C, g : A→ B. Òàäà jå
êîìïîçèöèjà ôóíêöèjà f ◦ g (÷èòàìî: �f êðóæè£ g�) ïðåñëèêàâà»å ñêóïà
A ó ñêóï C òàêî äà jå

(∀x ∈ A) (f ◦ g)(x) = f(g(x)).

Áèjåêöèjà f : Df → Df èìà èíâåðçíó ôóíêöèjó f−1 : Df → Df êîjà
çàäîâî§àâà

(∀x ∈ Df )
(
f−1 ◦ f

)
(x) = x è

(
∀y ∈ Df

) (
f ◦ f−1

)
(y) = y.
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Ðåøåíè çàäàöè

1. Äà ëè ìå¢ó ôóíêöèjàìà f1(x) = x, f2(x) = x2

x
, f3(x) =

√
x2, f4(x) =

(
√
x)

2
èìà jåäíàêèõ ?

Ðåøå»å:
f1(x) = x è »åí äîìåí jå x ∈ R,
f2(x) = x è »åí äîìåí jå x ∈ R \ {0},
f3(x) = |x| è »åí äîìåí jå x ∈ R,
f4(x) = x è »åí äîìåí jå x ∈ [0,∞).
Çàê§ó÷ójåìî äà ìå¢ó äàòèì ôóíêöèjàìà íåìà jåäíàêèõ.

2. Äà ëè ìå¢ó ôóíêöèjàìà f1(x) = 2 log2 x, f2(x) = log2 x
2, f3(x) =

2 log2 |x|, f4(x) = 2
logx 2

èìà jåäíàêèõ ?

Ðåøå»å:
f1(x) = 2 log2 x è »åí äîìåí jå x ∈ (0,∞),
f2(x) = 2 log2 |x| è »åí äîìåí jå x ∈ R \ {0},
f3(x) = 2 log2 |x| è »åí äîìåí jå x ∈ R \ {0},
f4(x) = 2 log2 x è »åí äîìåí jå x ∈ (0, 1) ∪ (1,∞).
Çàê§ó÷ójåìî äà ìå¢ó äàòèì ôóíêöèjàìà âàæè:
f1(x) 6= f2(x) = f3(x) 6= f4(x) 6= f1(x).

3. Äà ëè ìå¢ó äàòèì ôóíêöèjàìà f1(x) = elnx, f2(x) = x2

x
, f3(x) =

√
x2,

f4(x) = ln(ex) èìà jåäíàêèõ ?

Ðåøå»å:
f1(x) = x è »åí äîìåí jå x ∈ (0,∞),
f2(x) = x è »åí äîìåí jå x ∈ R \ {0},
f3(x) = |x| è »åí äîìåí jå x ∈ R,
f4(x) = x è »åí äîìåí jå x ∈ R.
Çàê§ó÷ójåìî äà ìå¢ó äàòèì ôóíêöèjàìà íåìà jåäíàêèõ.

4. Àêî jå f
(

x
x+1

)
= (x− 1)2, îäðåäèòè f(3).

Ðåøå»å: Çàäàòàê ñå ìîæå ðåøèòè íà äâà íà÷èíà.
Jåäàí íà÷èí áè áèî äà îäðåäèìî âðåäíîñò çà x, òàêî äà jå x

x+1
= 3.

Îäàòëå ñëåäè äà jå x = −3
2
, ïà jå f (3) = (−3

2
− 1)2 = 6.25. Ïðèìåòèìî äà

íàì îâèì íà÷èíîì äîáèjàìî ñàìî âðåäíîñò ôóíêöèjå ó ¯àäàòîj òà÷êè.
Äðóãè íà÷èí áè áèî äà óâåäåìî ñìåíó x

x+1
= t.

Èç ïðåòõîäíå jåäíàêîñòè ñëåäè äà jå x = t
1−t , âðà£à»åì ó ïîñòàâêó

äîáèjàìî f (t) = ( t
1−t − 1)2 =

(
2t−1
1−t

)2
. Íà êðàjó f (3) = (2·3−1

1−3 )2 = 6.25.
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5. Àêî jå f
(
x+1
2x−1

)
= x2008 − 2x2007 + 1, òàäà jå f (f(2)) jåäíàêî:

Ðåøå»å: Äîâî§íî jå íà£è âðåäíîñò x, òàêî äà âàæè jåäíàêîñò x+1
2x−1 = 2.

Èç äàòå jåäíàêîñòè äîáèjàìî äà jå x = 1, ïà jå f (2) = 12008−2·12007+1 = 0.
Ñàäà òðåáà íà£è âðåäíîñò çà x, òàêî äà âàæè jåäíàêîñò x+1

2x−1 = 0. Èç
ïðåòõîäíå jåäíàêîñòè äîáèjàìî äà jå x = −1, ïà jå f (0) = (−1)2008 − 2 ·
(−1)2007 + 1 = 4, òàêî äà jå f (f(2)) = f (0) = 4.

6. Àêî jå f (2x− 1) = x, òàäà jå f(f(x)) jåäíàêî:

Ðåøå»å: Óâî¢å»åì ñìåíå 2x − 1 = t èç êîjå ñëåäè äà jå x = t+1
2
, è

âðà£à»åì ó ïîñòàâêó äîáèjàìî f (t) = t+1
2
.

Íà êðàjó f(f(x)) = f(x+1
2

) =
x+1
2

+1

2
= x+3

4
.

7. Êîjå ñó îä ôóíêöèjà f(x) = 5x+3
2x−5 , g(x) = 1−x

1+x
, h(x) = 3−x

2+x
ñàìå ñåáè

èíâåðçíå ?

Ðåøå»å: Çà îäðå¢èâà»å èíâåðçíå ôóíêöèjå îä f(x) ðåøàâàìî jåäíà÷èíó
y = 5x+3

2x−5 ïî x òàêî øòî £åìî ïîìíîæèòè ëåâó è äåñíó ñòðàíó ñà 2x − 5

÷èìå äîáèjàìî 2xy − 5y = 5x + 3 îäàêëå ñëåäè äà jå x = 3+5y
2y−5 , ïà jå

f−1(x) = f(x).
Çà îäðå¢èâà»å èíâåðçíå ôóíêöèjå îä g(x) ðåøàâàìî jåäíà÷èíó

y = 1−x
1+x

ïî x òàêî øòî £åìî ïîìíîæèòè ëåâó è äåñíó ñòðàíó jåäíàêîñòè

ñà 1 + x ÷èìå äîáèjàìî y + xy = 1 − x îäàêëå ñëåäè äà jå x = 1−y
1+y

, ïà jå

g−1(x) = g(x).
Çà îäðå¢èâà»å èíâåðçíå ôóíêöèjå îä h(x) ðåøàâàìî jåäíà÷èíó

y = 3−x
2+x

ïî x òàêî øòî £åìî ïîìíîæèòè ëåâó è äåñíó ñòðàíó jåäíàêîñòè

ñà 2 + x ÷èìå äîáèjàìî 2y + xy = 3− x îäàêëå ñëåäè äà jå x = 3−2y
1+y

, ïà jå

h−1(x) 6= h(x);

8. Àêî jå f(x) + 2f (1− x) = x çà ñâàêî x ∈ R, òàäà jå f(x) jåäíàêî:

Ðåøå»å: Óâeäèìî ñìåíó 1− x = t, îäàêëå ñëåäè äà jå x = 1− t, ÷èjèì
âðà£à»åì ó ïîñòàâêó äîáèjàìî f(1 − t) + 2f (t) = 1 − t îäàêëå ñëåäè äà
jå f(1 − t) = 1 − t − 2f(t). Íà êðàjó f(x) + 2 (1− x− 2f(x)) = x ïà jå
f(x) = 2−3x

3
.

9. Îäðåäèòè íóëå ôóíêöèjå f(x) = x(x−1)(x−2)(x−3)(x−4)
x−2−|x−2| .
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Ðåøå»å: Äîìåí ôóíêöèjå äîáèjàìî ðåøàâà»åì x − 2 − |x − 2| 6= 0: çà
x ≥ 2 èìàìî 0 6= 0, à çà x < 2 èìàìî 2(x−2) 6= 0 îäàêëå ñëåäè äà jå x 6= 2.
Òàêî äà jå Df = (−∞, 2). Íóëå áðîjèîöà îáðàçójó ñêóï {0, 1, 2, 3, 4}, ïà
ñó íóëå ôóíêöèjå ñàìî îíå êîjå ïðèïàäàjó äîìåíó, òj. x ∈ {0, 1}.

10. Äàòà jå ôóíêöèjà f(x) = 2x− x2. Èçðà÷óíàòè f(f(f(1− x))).

Ðåøå»å:

f(f(f(1− x))) =

= f(f(2(1− x)− (1− x)2)) =

= f(f(1− x2)) =

= f(2(1− x2)− (1− x2)2) =

= 2(1− x4)− (1− x4)2 =

= 1− x8.

11. Àêî jå f(x) =
√

1− x2 è g(x) = sin x, èçðà÷óíàòè

6g
(
f
(
f
(
−π

4

)))
+ f

(
g
(
−π

4

))
.

Ðåøå»å:

6g
(
f
(
f
(
−π

4

)))
+ f

(
g
(
−π

4

))
=

= 6g

(
f

(√
1−

(
−π

4

)2))
+ f

(
sin
(
−π

4

))
=

= 6g

(
f

(√
1− π2

16

))
+ f

(
−
√
2
2

)
=

= 6g

(√
1−

(
1− π2

16

))
+
√

1− 2
4

=

= 6 sin π
4

+
√
2
2

= 7
√
2

2
.

12. Ôóíêöèjå f è g çàäàòå ñó ñà g (f (x)) = x
2
è g(x) = log16 x. Êîëèêî

jå f
(
−3

2

)
+ f (−1) ?

Ðåøå»å: O÷èãëåäíî g−1 (x) = 16x, ïà jå f (x) = g−1
(
x
2

)
= 16

x
2 = 4x.

Îäàòëå jå f
(
−3

2

)
+ f (−1) = 4−

3
2 + 4−1 = 1

8
+ 1

4
= 3

8
.
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Çàäàöè çà âåæáó

1. Äà ëè ìå¢ó ôóíêöèjàìà f1(x) = sinx, f2(x) = cosx · tg x, f3(x) =√
1−cos 2x

2
, f4(x) = | sinx| èìà jåäíàêèõ?

Ðåçóëòàò: f1(x) 6= f2(x) 6= f3(x) = f4(x) 6= f1(x).

2. Äà ëè ìå¢ó ôóíêöèjàìà f1(x) = sin2 x + cos2 x, f2(x) = x
x
, f3(x) =

√
x2

x
, f4(x) = logx x èìà jåäíàêèõ?

Ðåçóëòàò: íåìà.

3. Àêî jå f
(
x−1
x+1

)
= x+2

x+1
, èçðà÷óíàòè f(3).

Ðåçóëòàò: 0.

4. Àêî jå f (3x+ 2) = 2x− 1, èçðà÷óíàòè f(f(x)).
Ðåçóëòàò: x−8

9
.

5. Àêî jå f(x) + 3f
(
1
x

)
= x+ 1 çà ñâàêî x ∈ R \ {0}, èçðà÷óíàòè f(x).

Ðåçóëòàò: 3+2x−x2
8x

.

6. Îäðåäèòè íóëå ôóíêöèjå f(x) = x(x−1)(x−2)(x−3)(x+4)
log(2−x) .

Ðåçóëòàò: Íóëå ôóíêöèjå îáðàçójó ñêóï {−4, 0}.

7. Ôóíêöèjå f è g çàäàòå ñó ñà g (f (x)) = 2x è g(x) = 3x+ 1. Êîëèêî
jå f (−1) + f (−2) ?
Ðåçóëòàò: −6.

8. Àêî jå f(x) = 1−2x
2+x

è g(x) = x+1
3−x , èçðà÷óíàòè g (f (x)) + f (g (−x)).

Ðåçóëòàò: 2(7x2+8x+13)
5(x+1)(x+7)

.

9. Îäðåäèòè êîäîìåí è èíâåðçíó ôóíêöèjó ôóíêöèjå f(x) = 2x−1
4−x , àêî

x ∈ R \ {4}.
Ðåçóëòàò: f : (−∞, 4) ∪ (4,∞)

1−1−→
na

(−∞,−2) ∪ (−2,∞);

f−1(x) = 4x+1
x+2

.

10. Îäðåäèòè èíâåðçíó ôóíêöèjó ôóíêöèjå f(x) = x2 − 2x, àêî

f : (−∞, 1]
1−1−→
na

[−1,∞) .

Ðåçóëòàò: f−1(x) = 1−
√
x+ 1.
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4 Ïîëèíîìè

Ôóíêöèjà îáëèêà Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0, an 6= 0,
x ∈ C jå ïîëèíîì n−òîã ñòåïåíà, ãäå ñó an, an−1, . . . , a0 ∈ C êîåôèöèjåíòè
ïîëèíîìà.

Àêî jå a0 = a1 = a2 = ... = an = 0 ïîëèíîì ñå çîâå íóëà ïîëèíîì, à
àêî jå a0 6= 0 ∧ n = 0 ïîëèíîì jå êîíñòàíòà è êàæå ñå äà jå ñòåïåíà íóëà.
Àêî jå an = 1 ïîëèíîì jå íîðìèðàí.

Äâà ïîëèíîìà ñó èäåíòè÷êè jåäíàêà àêî è ñàìî àêî ñó èñòîã ñòåïåíà
è àêî ñó èì ñâè êîåôèöèjåíòè óç èñòè ñòåïåí jåäíàêè.

Çà ñâàêè ïîëèíîì ñòåïåíà n ≥ 1,

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ....+ a2x
2 + a1x+ a0,

ïîñòîjè áàð jåäàí, ðåàëàí èëè êîìïëåêñàí, áðîj c çà êîjè jå Pn(c) = 0,
îäíîñíî, ñâàêè ïîëèíîì èìà áàð jåäíó íóëó.

Ïîëèíîì ìîæå èìàòè íàjâèøå îíîëèêî ðàçëè÷èòèõ íóëà êîëèêî èçíîñè
»åãîâ ñòåïåí. Àêî ñó x1, x2, ...., xp ∈ C, (p ≤ n) ñâå ðàçëè÷èòå íóëå
ïîëèíîìà, îíäà ñå îí ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî

Pn(x) = an(x− x1)k1(x− x2)k2 ......(x− xp)kp

çà ñâàêî x ∈ C, ïðè ÷åìó ñó k1, k2, ....kp ïðèðîäíè áðîjåâè çà êîjå âàæè
äà jå k1 + k2 + ....+ kp = n. Ïðè òîìå ñå êàæå äà jå k1 âèøåñòðóêîñò íóëå
x1, k2 âèøåñòðóêîñò íóëå x2, èòä., kp âèøåñòðóêîñò íóëå xp.

Çà ñâàêà äâà ïîëèíîìà Pn(x) è Qm(x) 6= 0, m < n jåäíîçíà÷íî ñó
îäðå¢åíè ïîëèíîìè Sn−m(x) (êîëè÷íèê) è Rk(x), 0 ≤ k < m (îñòàòàê),
òàêî äà jå Pn(x) = Qm(x)·Sn−m(x)+Rk(x) (Òåîðåìà î ðàçëàãà»ó ïîëèíîìà).

Áåçóîâ ñòàâ: Îñòàòàê ïðè äå§å»ó ïîëèíîìà Pn(x) ñà x− a jå Pn(à).
Çà ïîëèíîìå ñà ðåàëíèì êîåôèöèjåíòèìà âàæè: aêî jå cεC êîìïëåêñíà

íóëà ðåàëíîã ïîëèíîìà Pn(x) ðåäà k, òàäà jå c̄ òàêî¢å íóëà ðåàëíîã
ïîëèíîìà Pn(x) èñòîã ðåäà.

Çà ïîëèíîì Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0, an 6= 0 âàæå
Âèåòîâå ôîðìóëå

x1 + x2 + . . .+ xn = −an−1

an

x1 · x2 + . . .+ xn−1 · xn = an−2

an
...

x1 · x2 · . . . · xn = (−1)n · a0
an
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Ñïåöèjàëíî çà n = 3, èìàìî P3(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0, a3 6= 0
x1 + x2 + x3 = −a2

a3

x1 · x2 + x1 · x3 + x2 · x3 = a1
a3

x1 · x2 · x3 = −a0
a3

Ñïåöèjàëíî çà n = 4, èìàìî P4(x) = a4x
4+a3x

3+a2x
2+a1x+a0, a4 6= 0


x1 + x2 + x3 + x4 = −a3

a4

x1 · x2 + x1 · x3 + x1 · x4 + x2 · x3 + x2 · x4 + x3 · x4 = a2
a4

x1 · x2 · x3 + x1 · x2 · x4 + x1 · x3 · x4 + x2 · x3 · x4 = −a1
a4

x1 · x2 · x3 · x4 = a0
a4

Ðåøåíè çàäàöè

1. Íà£è êîëè÷íèê è îñòàòàê ïðè äå§å»ó ïîëèíîìà:
à) 2x4 − 3x3 + 4x2 − 5x+ 6 ñà x2 − 3x+ 1;
á) x3 − 3x2 − x− 1 ñà 3x2 − 2x+ 1.

Ðåøå»å:
à)
(2x4 − 3x3 + 4x2 − 5x + 6) : (x2 − 3x+ 1) = 2x2 + 3x+ 11+ 25x−5

x2−3x+1

−(2x4− 6x3 + 2x2)
3x3 + 2x2 − 5x + 6

−(3x3 − 9x2 + 3x)
11x2− 8x + 6

−(11x2− 33x+ 11)
25x− 5

Ïðè äå§å»ó ïîëèíîìà 2x4− 3x3 + 4x2− 5x+ 6 ñà x2− 3x+ 1 äîáèjàìî
êîëè÷íèê 2x2 + 3x+ 11 è îñòàòàê 25x− 5.

á)

(x3 − 3x2 − x − 1) : (3x2 − 2x+ 1) = 1
3
x− 7

9
+
− 26

9
x− 2

9

3x2−2x+1

−(x3− 2
3
x2 + 1

3
x)

(−7
3
x2 − 4

3
x − 1)

− (−7
3
x2 + 14

9
x − 7

9
)

− 26
9
x − 2

9

Ïðè äå§å»ó ïîëèíîìà x3−3x2−x−1 ñà 3x2−2x+1 äîáèjàìî êîëè÷íèê
1
3
x− 7

9
è îñòàòàê −26

9
x− 2

9
.
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2. Êîëèêè jå îñòàòàê äå§å»à ïîëèíîìà 4x5+9x3+19x+92 ñà áèíîìîì
x+ 1 ?

Ðåøå»å: Ïî Áåçóîâîì ñòàâó, îñòàòàê ïðè äå§å»ó ïîëèíîìà ñà x + 1 jå
P (−1) = 4(−1)5 + 9(−1)3 + 19(−1) + 92 = 60.

3. Îäðåäèòè ðåàëàí áðîj a, òàêî äà ïîëèíîì P (x) = x4 + ax2 + x − 6
áóäå äå§èâ ñà x+ 2.

Ðåøå»å: Êàêî jå ïîëèíîì P (x) äå»èâ ñà x + 2, îíäà jå jåäíà »åãîâà
íóëà x1 = −2, ïà jå P (−2) = 0, îäíîñíî 16 + 4a− 2− 6 = 0 îäàêëå ñëåäè
äà jå a = −2.

4. Ïðè äå§å»ó ïîëèíîìàPn(x) ñà x−1 äàjå îñòàòàê 3, à ïðè äå§å»ó ñà
x+ 3 äàjå îñòàòàê −1, êîëèêè jå îñòàòàê ïðè äå§å»ó ñà x2 + 2x− 3?

Ðåøå»å: Èç óñëîâà çàäàòêà, êîðèø£å»åì Áåçóîâîã ñòàâà, äîáèjàìî
Pn(1) = 3 è Pn(−3) = −1. Ïðåäñòàâèìî ïîëèíîì êàî
Pn(x) = (x2 + 2x− 3) ·Kn−2(x) + ax+ b, òàäà
Pn(1) = 0 ·Kn−2(1) + a+ b = 3 è
Pn(−3) = 0 ·Kn−2(−3)−3a+b = −1, ïà äîáèjàìî ñèñòåì îä äâå jåäíà÷èíå
ñà äâå íåïîçíàòå a + b = 3 è 3a + b = 1. Ðåøàâà»åì ñèñòåìà äîáèjàìî
a = 1 è b = 2, ïà jå äàòëå jå òðàæåíè îñòàòàê R(x) = x+ 2.

5. Ïðè äå§å»ó ïîëèíîìà Pn(x) ñà x äàjå îñòàòàê 2, à ïðè äå§å»ó ñà
x2 + 1 äàjå îñòàòàê 2x, êîëèêè jå îñòàòàê ïðè äå§å»ó ñà x3 + x ?

Ðåøå»å: Èç óñëîâà çàäàòêà, êîðèø£å»åì Áåçóîâîã ñòàâà, äîáèjàìî
Pn(0) = 2 è ïî ðàçëàãà»ó Pn(x) = (x2 + 1) · Rn−2(x) − 2x. Ïðåäñòàâèìî
ïîëèíîì êàî Pn(x) = (x3 + x) ·Kn−3(x) + ax2 + bx + c, îñòàòàê jå îáëèêà
ax2 + bx+ c, jåð îñòàòàê ìîðà áèòè íàjâèøå äðóãîã ñòåïåíà, òàäà Pn(0) =
c = 2 è Pn(i) = a·i2 + b · i + c = 2 · i îäàêëå ñëåäè äà jå a = 2, b = 2.
Äîáèjåíå âðåäíîñòè çàìåíèìî è äîáèjåìî îñòàòàê R(x) = 2 · x2 + 2 · x+ 2

6. Îäðåäèòè ïàðàìåòðå a è b òàêî äà ïîëèíîì Q(x) = x2 + 2x− 3 äåëè
ïîëèíîì P (x) = x4 − ax3 + bx2 + 9.

Ðåøå»å: ïðâè íà÷èí:
Êàêî jå Q(x) = x2 + 2x − 3=(x + 3) · (x − 1) èç ÷è»åíèöå äà ñó íóëå

äåëèîöà èñòîâðåìåíî è íóëå äå§åíèêà äîáèjàìî äà âàæè
P (−3) = 0⇒ 81 + 27a+ 9b+ 9 = 0⇒ 3a+ b = −10
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P (1) = 0⇒ 1− a+ b+ 9 = 0⇒ −a+ b = −10
à îäàòëå ñèñòåì îä äâå jåäíà÷èíå ñà äâå íåïîçíàòå

{
P (−3) = 0
P (1) = 0

⇒
{

3a+ b = −10
−a+ b = −10

⇒
{
a = 0
b = −10

÷èjà ñó ðåøå»à a = 0, b = −10. Îäàòëå ñëåäè äà jå òðàæåíè ïîëèíîì
P (x) = x4 − 10x2 + 9.

äðóãè íà÷èí:
Ïîëèíîì P (x) ìîæåìî çàïèñàòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

P (x) = x4 − ax3 + bx2 + 9 = (x2 + 2x− 3) · (x2 + Ax− 3) =

= x4 + Ax3 + 2x3 − 6x2 + 2Ax2 − 6x− 3Ax− 9.

Èçjåäíà÷àâà»åì êîåôèöèjåíàòà óç èñòè ñòåïåí äîáèjàìî
- èç jåäíàêîñòè êîåôèöèjåíàòà óç x3 äîáèjàìî A+ 2 = a,
- èç jåäíàêîñòè êîåôèöèjåíàòà óç x2 äîáèjàìî−6 + 2A = b,
- èç jåäíàêîñòè êîåôèöèjåíàòà óç x äîáèjàìî −6− 3A = 0.
Ðåøàâà»åì îâîã ñèñòåìà îä òðè jåäíà÷èíå ñà òðè íåïîçíàòå äîáèjàìî

äà jå A = −2, a = 0, b = −10.
Îäàâäå ñëåäè äà jå P (x) = (x2 + 2x− 3) · (x2− 2x− 3) = x4− 10x2 + 9.

7. Àêî ñó x1, x2, x3 ðåøå»à jåäíà÷èíå 125x3 − 64 = 0, òàäà jå
x1 · x2 · x3 − (x1 + x2 + x3) jåäíàêî:

Ðåøå»å: Êîðèñòå£è Âèjåòîâå ôîðìóëå äîáèjàìî x1 + x2 + x3 = −a2
a3

= 0

è x1 · x2 · x3 = −a0
a3

= 64
125

, ïà jå x1 · x2 · x3 − (x1 + x2 + x3) = 64
125

.

8. Jåäíà÷èíà x3 +ax+b = 0 ( a è b ðåàëíè áðîjåâè) èìà ðåøå»à x1 = 1
è x2 = 2. Ïðîèçâîä ñâèõ ðåøå»à òå jåäíà÷èíå jå:

Ðåøå»å: Êîðèñòå£è Âèjåòîâå ôîðìóëå äîáèjàìî x1 + x2 + x3 = −a2
a3

îäàêëå ñëåäè 1 + 2 + x3 = 0 òj. x3 = −3, ïà jå x1 · x2 · x3 = −6.

9. Çáèð êâàäðàòà ñâèõ íóëà ïîëèíîìà x3 + 3x2 − 4x− 12 jåäíàê jå:

Ðåøå»å: Êîðèñòå£è Âèjåòîâå ôîðìóëå äîáèjàìî x1+x2+x3 = −a2
a3

= −3,

êâàäðèðà»åì äîáèjàìî x21 +x22 +x23 + 2x1 ·x2 + 2x1 ·x3 + 2x2 ·x3 = 9. Êàêî
jå x1 · x2 + x1 · x3 + x2 · x3 = a1

a3
= −4, çàìåíîì ó ïðåäõîäíî äîáèjàìî

x21 + x22 + x23 = 17.
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10. Àêî jå jåäàí êîðåí (íóëà) ïîëèíîìà x3 − 2x + b, b ∈ R, êîìïëåêñàí
áðîj 1 + i, i2 = −1. Êîëèêè jå ðåàëàí êîðåí òîã ïîëèíîìà ?

Ðåøå»å: Êàêî ñå ðàäè î ïîëèíîìó ñà ðåàëíèì êîåôèöèjåíòèìà, èìàìî
äà îí èìà êî»óãîâàíî êîìïëåêñíå íóëå ïà jå »åãîâà äðóãà íóëà êîìïëåêñíè
áðîj 1−i. Êîðèñòå£è Âèjåòîâå ôîðìóëå äîáèjàìî x1+x2+x3 = −a2

a3
îäàêëå

ñëåäè äà jå 1 + i+ 1− i+ x3 = 0 øòî íà êðàjó äàjå x3 = −2.

11. Îäðåäèòè ïàðàìåòðå a è b òàêî äà ïðè äå§å»ó ïîëèíîìà
x4 + 2x2 + ax+ b ñà x2 − 1 äàjå îñòàòàê x+ 6.

Ðåøå»å: Ïî òåîðåìè î ðàçëàãà»ó ïîëèíîìà èìàìî

x4 + 2x2 + ax+ b = (x2 − 1) · S2(x) + x+ 6.

Çàìåíîì çà x = 1 äîáèjàìî 3 + a + b = 7, à çà x = −1 äîáèjàìî
−1 − a + b = 5. Ðåøå»å äîáèjåíîã ñèñòåìà îä äâå jåäíà÷èíå ñà äâå
íåïîçíàòå jå a = −1 è b = 5.

12. Êîëèêè jå îñòàòàê ïðè äå§å»ó ïîëèíîìà x2008+x2007+1 ñà ïîëèíîìîì
x2 + 1?

Ðåøå»å: Ïî òåîðåìè î ðàçëàãà»ó ïîëèíîìà âàæè äà jå

x2008 + x2007 + 1 = (x2 + 1) · S2006(x) + ax+ b,

çà x = i äîáèjàìî i2008+i2007+1 = (i2+1)·S2006(i)+a·i+b, ñðå¢èâà»åì
äîáèjàìî 2− i = a · i + b îäàêëå ñëåäè äà jå a = −1, b = 2, ïà jå îñòàòàê
R(x) = −x+ 2.

Çàäàöè çà âåæáó

1. Êîëèêè jå îñòàòàê äå§å»à ïîëèíîìà 3x4 + 5x3 − 12x+ 15 áèíîìîì
x− 2?
Ðåçóëòàò: 49.

2. Îäðåäèòè ðåàëàí áðîj a, òàêî äà ïîëèíîì P (x) = x4+ax3−2x2−x+3
ïðè äå§å»ó áèíîìîì x− 1 äàjå îñòàòàê 5.
Ðåçóëòàò: a = 4.

3. Ïðè äå§å»ó ïîëèíîìà Pn(x) áèíîìèì x + 1 äàjå îñòàòàê 5, à ïðè
äå§å»ó áèíîìèì x−2 äàjå îñòàòàê 2. Êîëèêè jå îñòàòàê ïðè äå§å»ó
ïîëèíîìà Pn(x) êâàäðàòíèì òðèíîìîì x2 − x− 2?
Ðåçóëòàò: R(x) = −x+ 4.
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4. Ïðè äå§å»ó ïîëèíîìà Pn(x) ïîëèíîìîì x6 + 1 äîáèjà ñå îñòàòàê
x3 + 2. Êîëèêè jå îñòàòàê ïðè äå§å»ó ïîëíîìà Pn(x) êâàäðàòíèì
áèíîìîì x2 + 1?
Ðåçóëòàò: R(x) = −x+ 2.

5. Îäðåäèòè ïàðàìåòðå a, b òàêî äà ïîëèíîìQ(x) = x2 + x − 2 äåëè
ïîëèíîì P (x) = x4 − 5x2 + ax+ b.
Ðåçóëòàò: a = 0; b = 4.

6. Íåêà ñó x1, x2, x3 ðåøå»à jåäíà÷èíå 2x3 − x2 − 4 = 0. Èçðà÷óíàòè
x21 + x22 + x23.
Ðåçóëòàò: 1

4
.

7. Íåêà jå jåäàí êîðåí (íóëà) ïîëèíîìà x3 − 4x2 + ax + b, a, b ∈ R,
êîìïëåêñàí áðîj 1 − 2i, i2 = −1. Êîëèêè jå ðåàëàí êîðåí òîã
ïîëèíîìà?
Ðåçóëòàò: x3 = 2, a = 9, b = −10.

8. Îäðåäèòè ïîëèíîì òðå£åã ñòåïåíà ÷èjå ñó íóëå
x1 = 2, x2 = 2, x3 = 3, à ñëîáîäàí ÷ëàí ìó jå −24.
Ðåçóëòàò: P3(x) = 2x3 − 14x2 + 32x− 24.

9. Êîëèêè jå îñòàòàê ïðè äå§å»ó ïîëèíîìà x2015+3x2014+x+3 ïîëèíîìîì
x2 + 3x?
Ðåçóëòàò: R(x) = x+ 3.
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5 Ëèíåàðíå jåäíà÷èíå è íåjåäíà÷èíå.

Ôóíêöèjó îáëèêà y = n, (n ∈ R) íàçèâàìî êîíñòàíòíîì ôóíêöèjîì.
Ãðàôèê ôóíêöèjå jå ïðèêàçàí íà ñëèöè 4.

x

y

0

n

y = n       k = 0

n > 0

n < 0

n = 0

Ñë. 4: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = n

Ôóíêöèjó îáëèêà y = kx + n, (k, n ∈ R), (k 6= 0) íàçèâàìî ëèíåàðíîì
ôóíêöèjîì à áðîj k ñå íàçèâà êîåôèöèjåíòîì ïðàâöà è ïðåäñòàâ§à òàíãåíñ
óãëà êîjè ïðàâà çàêëàïà ñà ïîçèòèâíèì äåëîì x−îñå, òj. k = tgα. Áðîj
n ñå íàçèâà ñëîáîäíèì êîåôèöèjåíòîì è ïðåäñòàâ§à îäñå÷àê êîjè ïðàâà
îäñåöà íà y−îñè. Íóëà ëèíåàðíå ôóíêöèjå jå x = −n

k
.

x

y

0

k > 0
n > 0

n = 0

n < 0

α

Ñë. 5: Ãðàôèê ôóíêöèjå
y = kx+ n, k > 0

x

y

0

k < 0

n > 0

n = 0

n < 0

α

Ñë. 6: Ãðàôèê ôóíêöèjå
y = kx+ n, k < 0

Jåäíà÷èíà îáëèêà ax = b jå ëèíåàðíà jåäíà÷èíà ñà íåïîçíàòîì x.

Àêî jå a 6= 0, òàäà jåäíà÷èíà èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å x = b
a
,
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Àêî jå a = 0 è b 6= 0 òàäà jåäíà÷èíà íåìà ðåøå»å,

Àêî jå a = 0 è b = 0 òàäà jåäíà÷èíà èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à
è ñêóï ñâèõ ðåøå»à jåäíà÷èíå jå ñêóï ðåàëíèõ áðîjåâà.

Ðåøåíè çàäàöè

1. Äàòà jå ôóíêöèjà y = mx− 1 + 2m. Îäðåäèòè ïàðàìåòàð m òàêî äà
»åí ãðàôèê ñå÷å y-îñó ó òà÷êè A(0, 3). Çà äîáèjåíî m ñêèöèðàòè
ãðàôèê ôóíêöèjå.

Ðåøå»å: Èç óñëîâà äà ãðàôèê ëèíåàðíe ôóíêöèjå ñàäðæè òà÷êó äîáèjàìî
äà jå 3 = m · 0− 1 + 2m îäàêëå ñëåäè äà jå 4 = 2m òj. m = 2.

x

y

0

3

2

3

Ñë. 7: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = 2x+ 3

2. Íàïèñàòè jåäía÷èíó ïðàâå p ÷èjè ãðàôèê ñàäðæè òà÷êó T (6,−5) è
ïàðàëåëàí jå ïðàâîj q : 2x+ 3y + 5 = 0.

Ðåøå»å: Åêñïëèöèòíè îáëèê ïðàâå q jå y = −2
3
x − 5

3
. Äâå ïðàâå ñó

ïàðàëåëíå àêî èìàjó jåäíàêå êîåôèöèjåíòå ïðàâöà òj. àêî jå k = −2
3
.

Jåäíà÷èíà ïðàâå p jå y + 5 = −2
3
(x − 6) èëè ó åêñïëèöèòíîì îáëèêó

y = −2
3
x− 1.

3. Ïðàâà ïðîëàçè êðîç òà÷êóM(−5, 4) è ñà êîîðäèíàòíèì îñàìà îáðàçójå
òðîóãàî ïîâðøèíå P = 5. Îäðåäèòè jåäíà÷èíó ïðàâå.

Ðåøå»å: Jåäíà÷èíà ïðàâå êîjà ñàäðæè òà÷êóM(−5, 4) jå y−4 = k(x+5)
îäàêëå äîáèjàìî jåäíà÷èíó ïðàâå ó åêñïëèöèòíîì îáëèêó y = kx+5k+4.
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x

y

0

M(-5,4)

-5

4

n

m

Ñë. 8: Ïðàâå êîjå ïðîëàçå êðîç M(−5, 4) è ñà êîîðäèíàòíèì îñàìà
îáðàçójó òðîóãàî ïîâðøèíå 5

Îäñå÷öè íà êîîðäèíàòíèì îñàìà íåêà ñó jåäíàêèm è n. Òàäà jå jåäíà÷èíà
ïðàâå ó ñåãìåíòíîì îáëèêó x

m
+ y
n

= 1, ïà jå ïîâðøèíà òðîóãëà P = 1
2
|mn|.

Èç ÷è»åíèöå äà ïðàâà ïðîëàçè êðîç òà÷êóM òðàæåíè òðîóãàî jå ó ïðâîì
èëè òðå£åì êâàäðàíòó è äîáèjàìî jåäíà÷èíó −5

m
+ 4
n

= 1. À èç ÷è»åíèöå äà
ïîâðøèíà òðîóãëà jåäíàêà 5 è äà ïðèïàäàjó ïðâîì èëè òðå£åì êâàäðàíòó
äîáèjàìî jåäíà÷èíó mn

2
= 5. Èç îâå äâå jåäíà÷èíå äîáèjàìî äâà ðåøå»à:

m = 1, n = 2 èëè m = −5
2
, n = −4. Òî çíà÷è äà äâå ïðàâå çàäîâî§àâàjó

çàäàòå óñëîâå: 2x+ 5y − 10 = 0 è 8x+ 5y + 20 = 0.

4. Ó jåäíà÷èíè 3x+my−12 = 0 îäðåäèòè ïàðàìåòàðm òàêî äà îäñå÷àê
ïðàâå èçìå¢ó êîîðäèíàòíèõ îñà èçíîñè 5.

Ðåøå»å: Íàïèøèìî jåäíà÷èíó ïðàâå ó ñåãìåíòíîì îáëèêó 3x
12

+ my
12

= 1.
Òèìå äîáèjàìî äà ñó îäñå÷öè jåäíàêè 4, òj. 12

m
. Êàêî îäñå÷öè ïðåäñòàâ§àjó

êàòåòå ïðàâîóãëîã òðîóãëà, òî jå äóæèíà õèïîòåíóçå, òj. äóæèíà îäñå÷êà

jå jåäíàêà
√

42 +
(
12
m

)2
= 5. Êâàäðèðà»åì ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî

16 + 144
m2 = 25 øòî jå åêâèâàëåíòíî jåäíà÷èíè 144

9
= m2. Ðåøàâà»åì

ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî m2 = 16, îäíîñíî m = ±4.

5. Ðåøèòè jåäíà÷èíó x−1
2

+ 3x−1
4

= 2x−4
3

+ x+1
6
.

Ðåøå»å: Äàòó jåäíà÷èíó ïîìíîæèìî ñà NZS(2, 3, 4, 6), òj. ñà 12, è
äîáèjàìî jåäíà÷èíó 6(x − 1) + 3(3x − 1) = 4(2x − 4) + 2(x + 1) êîjà jå
åêâèâàëåíòíà 15x − 9 = 10x − 14 òj. 5x = −5. Îäàâäå äîáèjàìî äà jå
ðåøå»å jåäíà÷èíå x = −1.
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6. Ðåøèòè jåäíà÷èíó 1
x2+2x+1

+ 2
x+2x2+x3

= 5
2x+2x2

.

Ðåøå»å: Çàäàòà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíè 1
(x+1)2

+ 2
x(x+1)2

=
5

2(x+1)
, x 6= −1, x 6= 0. Àêî ïîìíîæèìî îáå ñòðàíå ñà 2x(x+ 1)2 äîáèjàìî

jåäíà÷èíó 2x+ 4 = 5(1 + x) øòî jå åêâèâàëåíòíî x = −1
3
.

7. Ðåøèòè jåäíà÷èíó x− 1+ 3
4
x

4
+

5− 2
3
x

4
=

3−x
2

3
.

Ðåøå»å: Àêî ïîìíîæèìî jåäíà÷èíó ñà NZS(3, 4) = 12 äîáèjàìî
12x − 3

(
1 + 3

4
x
)

+ 3
(
5− 2

3
x
)

= 4
(
3− x

2

)
. Íàêîí îñëîáà¢à»à çàãðàäà

äîáèjàìî 12x − 3 + 9
4
x + 15 − 10

3
x − 12 + 2x = 0 øòî jå åêâèâàëåíòíî

12x− 9
4
x = 0, òj. 39

4
x = 0. Îäàâäå äîáèjàìî äà jå ðåøå»å jåäíà÷èíå x = 0.

8. Ðåøèòè jåäíà÷èíó x−2
x+2

+ x+2
x−2 = 2.

Ðåøå»å: Ñâî¢å»åì íà çàjåäíè÷êå èìåíèîöå äîáèjàìî åêâèâàëåíòíó jå-

äíà÷èíó (x−2)2+(x+2)2

(x−2)(x+2)
= 2. Ñðå¢èâà»åì èìåíèîöà äîáèjàìî jåäíà÷èíó

2x2+8
x2−4 = 2 òj. 2x2+8

x2−4 − 2x
2−4
x2−4 = 0. Íàêîí ñðå¢èâà»à äîáèjàìî jåäíà÷èíó

16
x2−4 = 0 îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà ïîëàçíà jåäíà÷èíà íåìà ðåøå»à.

9. Ðåøèòè jåäíà÷èíó |x+ 2| − |2x− 1| = 1.

Ðåøå»å: Ñêóï ðåàëíèõ áðîjåâà ìîæåìî ïîäåëèòè íà ñêóïîâå íà êîjèìà
àðãóìåíòè àïñîëóòíèõ âðåäíîñòè èìàjó êîíñòàíòàí çíàê

|x + 2| =

{
x+ 2, x ≥ −2

−(x+ 2), x < −2
, |2x − 1| =

{
2x− 1, x ≥ 1

2

−(2x− 1), x < 1
2

, òj. íà

èíòåðâàëå (−∞,−2), [−2, 1
2
) è [1

2
,+∞).

Àêî x ïðèïàäà ïðâîì èíòåðâàëó ïîëàçíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà
jåäíà÷èíè −(x + 2) − (−(2x − 1)) = 1 ÷èjèì ðåøàâà»åì äîáèjàìî äà jå
x = 4. Êàêî ñìî ïðåòïîñòàâèëè äà ðåøå»å ïðèïàäà ïðâîì èíòåðâàëó,
îâî ðåøå»å ìîðàìî äà îäáàöèìî.

Àêî x ïðèïàäà äðóãîì èíòåðâàëó ïîëàçíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà
jåäíà÷èíè x + 2 + 2x − 1 = 1 ÷èjèì ðåøàâà»åì äîáèjàìî äà jå x = 0.
Ðåøå»å ïðèõâàòàìî çàòî øòî ïðèïàäà äðóãîì èíòåðâàëó.

Àêî x ïðèïàäà òðå£åì èíòåðâàëó ïîëàçíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà
jåäíà÷èíè x + 2 − 2x + 1 = 1 ÷èjèì ðåøàâà»åì äîáèjàìî äà jå x = 2.
Ðåøå»å ïðèõâàòàìî çàòî øòî ïðèïàäà òðå£åì èíòåðâàëó.

Ñêóï ðåøå»à jåäíà÷èíå jå {0, 2}.

25



10. Ðåøèòè jåäíà÷èíó |3x− 1| − |2− x| = 1.

Ðåøå»å: Ñêóï ðåàëíèõ áðîjåâà ìîæåìî ïîäåëèòè íà ñêóïîâå íà êîjèìà
àðãóìåíòè àïñîëóòíèõ âðåäíîñòè èìàjó êîíñòàíòàí çíàê

|3x − 1| =

{
3x− 1, x ≥ 1

3

−(3x− 1), x < 1
3

, |2 − x| =

{
2− x, x ≤ 2

−(2− x), x > 2
, òj. íà

èíòåðâàëå (−∞, 1
3
), [1

3
, 2] è (2,+∞).

Àêî x ïðèïàäà ïðâîì èíòåðâàëó ïîëàçíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà
jåäíà÷èíè −(3x − 1) − (2 − x) = 1 ÷èjèì ðåøàâà»åì äîáèjàìî äà jå
x = −1. Êàêî ñìî ïðåòïîñòàâèëè äà ðåøå»å ïðèïàäà ïðâîì èíòåðâàëó,
îâî ðåøå»å ïðèõâàòàìî.

Àêî x ïðèïàäà äðóãîì èíòåðâàëó ïîëàçíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà
jåäíà÷èíè 3x − 1 − 2 + x = 1 ÷èjèì ðåøàâà»åì äîáèjàìî äà jå x = 1.
Ðåøå»å ïðèõâàòàìî çàòî øòî ïðèïàäà äðóãîì èíòåðâàëó.

Àêî x ïðèïàäà òðå£åì èíòåðâàëó ïîëàçíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà
jåäíà÷èíè 3x − 1 + 2 − x = 1 ÷èjèì ðåøàâà»åì äîáèjàìî äà jå x = 0.
Ðåøå»å îäáàöójåìî çàòî øòî íå ïðèïàäà òðå£åì èíòåðâàëó.

Ñêóï ðåøå»à jåäíà÷èíå jå {−1, 1}.

11. Ðåøèòè jåäíà÷èíó 2|x+ 1| − |x− 2| − 3 = 0.

Ðåøå»å: Ñêóï ðåàëíèõ áðîjåâà ìîæåìî ïîäåëèòè íà ñêóïîâå íà êîjèìà
àðãóìåíòè àïñîëóòíèõ âðåäíîñòè èìàjó êîíñòàíòàí çíàê

|x + 1| =

{
x+ 1, x ≥ −1

−(x+ 1), x < −1
, |x − 2| =

{
x− 2, x ≥ 2

−(x− 2), x < 2
, òj. íà

èíòåðâàëå (−∞,−1), [−1, 2] è (2,+∞).
Àêî x ïðèïàäà ïðâîì èíòåðâàëó ïîëàçíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà

jåäíà÷èíè 2(−(x+1))−(−(x−2))−3 = 0 ÷èjèì ðåøàâà»åì äîáèjàìî äà jå
x = −7. Êàêî ñìî ïðåòïîñòàâèëè äà ðåøå»å ïðèïàäà ïðâîì èíòåðâàëó,
îâî ðåøå»å ïðèõâàòàìî.

Àêî x ïðèïàäà äðóãîì èíòåðâàëó ïîëàçíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà
jåäíà÷èíè 2(x+ 1)− (−(x− 2))− 3 = 0 ÷èjèì ðåøàâà»åì äîáèjàìî äà jå
x = 1. Ðåøå»å ïðèõâàòàìî çàòî øòî ïðèïàäà äðóãîì èíòåðâàëó.

Àêî x ïðèïàäà òðå£åì èíòåðâàëó ïîëàçíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà
jåäíà÷èíè 2(x + 1) − (x − 2) − 3 = 0 ÷èjèì ðåøàâà»åì äîáèjàìî äà jå
x = −1. Ðåøå»å îäáàöójåìî çàòî øòî íå ïðèïàäà òðå£åì èíòåðâàëó.
Ñêóï ðåøå»à jåäíà÷èíå jå {−7, 1}.
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12. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó 2x−3
2
− 1+3x

6
+ 7−4x

3
> 0.

Ðåøå»å: Äàòó íåjåäíà÷èíó ïîìíîæèìî ñà NZS(2, 6, 3) = 6 îäàêëå
äîáèjàìî íåjåäíà÷èíó 3(2x−3)−(1+3x)+2(7−4x) > 0 êîjà jå åêâèâàëåíòíà
íåjåäíà÷èíè 6x−9−1−3x+14−8x > 0. Ñðå¢èâà»åì äîáèjåíå íåjåäíà÷èíå
äîáèjàìî −5x+ 4 > 0 òj. x < 4

5
.

13. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó 2|x− 2| − |x+ 3|+ 2 > 0.

Ðåøå»å: Çàäàòàê ìîæåìî ðåøèòè òàêî øòî £åìî ñêóï ðåàëíèõ áðîjåâà
ìîæåìî ïîäåëèòè íà ñêóïîâå íà êîjèìà àðãóìåíòè àïñîëóòíèõ âðåäíîñòè
èìàjó êîíñòàíòàí çíàê. Êàêî jå

|x−2| =

{
x− 2, x ≥ 2

−(x− 2), x < 2
, |x−2| =

{
x+ 3, x ≥ −3

−(x+ 3), x < −3
, èíòåðâàëè

ñó (−∞,−3), [−3, 2] è (2,+∞).

1. Àêî jå x ïðèïàäà ïðâîì èíòåðâàëó, òàäà èç ïîëàçíå íåjåäíà÷èíå
äîáèjàìî íåjåäíà÷èíó −2(x−2)+(x+3)+2 > 0, êîjà jå åêâèâàëåíòíà
−x + 9 > 0 òj. x < 9. Äîáèjåíè ñêóï ðåøå»à ïðåñåöèìî ïðâèì
èíòåðâàëîì, ïà £åìî äîáèòè (−∞,−3) ∩ (−∞, 9) = (−∞,−3),

2. Àêî jå x ïðèïàäà äðóãîì èíòåðâàëó, òàäà èç ïîëàçíå íåjåäíà÷èíå
äîáèjàìî íåjåäíà÷èíó −2(x−2)−(x+3)+2 > 0 êîjà jå åêâèâàëåíòíà
x < 1. Äîáèjåíè ñêóï ðåøå»à ïðåñåöèìî ïðâèì èíòåðâàëîì, ïà
£åìî äîáèòè [−3, 2] ∩ (−∞, 1) = [−3, 1),

3. Àêî jå x ïðèïàäà òðå£åì èíòåðâàëó, òàäà èç ïîëàçíå íåjåäíà÷èíå
äîáèjàìî íåjåäíà÷èíó 2(x−2)− (x+ 3) + 2 > 0 êîjà jå åêâèâàëåíòíà
x− 5 > 0 òj. x > 5. Ñêóï ðåøå»à jå (2,+∞) ∩ (5,+∞) = (5,+∞).

Ñêóï ðåøå»à ïîëàçíå íåjåäíà÷èíå jå óíèjà äîáèjåíèõ èíòåðâàëà òj.
(−∞,−3) ∪ [−3, 1) ∪ (5,+∞) = (−∞, 1) ∪ (5,+∞).

Çàäàöè çà âåæáó

1. Îäðåäèòè jåäíà÷èíó ïðàâå êîjà ïðîëàçè êðîç ïðåñå÷íó òà÷êó ïðàâèõ
x+ 7y − 12 = 0 è 2x− y + 6 = 0, è êðîç òà÷êó A(8,−4).
Ðåçóëòàò: 2x+ 5y − 4 = 0.
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2. Íà ïðàâîj x − 3y = 0 îäðåäèòè òà÷êó èç êîjå ñå äóæ AB, ãäå ñó
òà÷êå A(−1, 7), B(6, 8), âèäè ïîä óãëîì îä π

4
.

Ðåçóëòàò: C(3,−1).

3. Ó jåäíà÷èíè kx+ (k+ 1)y− p = 0 îäðåäèòè ïàðàìåòðå k è p òàêî äà
ïðàâà ïðîëàçè êðîç òà÷êóM(2, 1), à ñà êîîðäèíàòíèì îñàìà çàêëàïà
òðoóãàî ïîâðøèíå 4.
Ðåçóëòàò: x+ 2y − 4 = 0.

4. Ðåøèòè jåäíà÷èíó 5x−2
3
− 13x+1

7
= x−5

2
+ x.

Ðåçóëòàò: x = 1.

5. Ðåøèòè jåäíà÷èíó x+3
4
− 2x−1

2
= 7x−1

3
+ 1 7

12
.

Ðåçóëòàò: x = 4.

6. Ðåøèòè jåäíà÷èíó 1
x3−27 + 2

x−3 = 2x+1
x2+3x+9

.
Ðåçóëòàò: x = −2.

7. Ðåøèòè jåäíà÷èíó 1− x
1+ x

1−x
= x2.

Ðåçóëòàò: x ∈ ∅, òj. íåìà ðåøå»à.

8. Ðåøèòè jåäíà÷èíó |2x− 4|+ |x+ 2| = 3.
Ðåçóëòàò: x ∈ ∅, òj. íåìà ðåøå»à.

9. Ðåøèòè jåäíà÷èíó |2x− 1| − x+ 2 = |x− 3|.
Ðåçóëòàò: x ∈ {0, 1}.

10. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó |2x+ 5| < 1.
Ðåçóëòàò: x ∈ (−3,−2).

11. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó |3x− 2| > 4.
Ðåçóëòàò: x ∈ (−∞,−2

3
) ∪ (2,∞).

12. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó: 2|x+ 1| < |x− 2|+ 3x+ 1.
Ðåçóëòàò: x ∈ (−5

4
,∞)
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6 Êâàäðàòíå jåäíà÷èíå è íåjåäíà÷èíå

Îïøòè îáëèê êâàäðàòíå ôóíêöèjå jå f(x) = ax2 + bx+ c ãäå ñó a, b, c ∈ R
è a 6= 0. Ãðàôèê ñâàêå êâàäðàòíå ôóíêöèjå jå ïàðàáîëà. Êâàäðàòíó ôóí-

êöèjó ìîæåìî çàïèñàòè ó êàíîíñêîì îáëèêó f(x) = a
[(
x+ b

2a

)2 − b2−4ac
4a2

]
.

Òåìå ïàðàáîëå jå òà÷êà T (− b
2a
,− b2−4ac

4a
).

Jåäíà÷èíà ax2 + bx+ c = 0, a 6= 0 ñå çîâå êâàäðàòíîì jåäíà÷èíîì ÷èjà ñó
ðåøå»à äàòà ôîðìóëîì x1,2 = −b±

√
b2−4ac
2a

.
Èçðàç D = b2 − 4ac ñå çîâå äèñêðèìèíàíòà êâàäðàòíå jåäíà÷èíå è îíà
îäðå¢ójå ïðèðîäó ðåøå»à êâäðàòíå jåäíà÷èíå:

1. Àêî jå D > 0 òàäà ñó ðåøå»à ðåàëíà è ðàçëè÷èòà,

2. Àêî jå D = 0 òàäà ñó ðåøå»à ðåàëíà è jåäíàêà,

3. Àêî jå D < 0 òàäà ñó ðåøå»à êîíjóãîâàíî êîìïëåêñíè áðîjåâè.

Àêî ñó x1 è x2 ðåøå»à êâàäðàòíå jåäíà÷èíå ax
2 + bx+ c = 0, òàäà âàæè

èäåíòèòåò ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2).
Çà ðåøå»à êâàäðàòíå jåäíà÷èíå âàæå Âèjåòîâå ôîðìóëå x1 + x2 = − b

a
è

x1 · x2 = c
a
.

Ðåøåíè çàäàöè

1. Îäðåäèòè âðåäíîñò ïàðàìåòðà m òàêî äà ôóíêöèjà y = (m+ 2)x2 +
(1−m)x+m , äîñòèæå ìàêñèìàëíó âðåäíîñò çà x = 2.

Ðåøå»å: Äà áè ôóíêöèjà èìàëà ìàêñèìàëíó âðåäíîñò çà x = 2 íåîïõîäíî
jå äà êîåôèöèjåíò óç x2 áóäå ïîçèòèâàí è äà jå x-êîîðäèíàòà òåìåíà
ïàðàáîëå jåäíàêà 2. Òî çíà÷è äà m + 2 > 0 è − b

2a
= − 1−m

2(m+2)
= 2.

Ðåøàâàjó£è äðóãó jåäíà÷èíó äîáèjàìî ðåøå»åm = −3 êîjå íàêîí ïðîâåðå
óñëîâà m+ 2 > 0 ïðèõâàòàìî êàî ðåøå»å.

2. Îäðåäèòè âðåäíîñò ïàðàìåòðà m òàêî äà ôóíêöèjà f(x) = (1 +
m)x2 − (4 +m)x+ 8 èìà âðåäíîñò −7 çà x = 3.

Ðåøå»å: Çàìåíîì ó ôóíêöèjó f(3) = (1 + m)32 − (4 + m) · 3 + 8 = −7
äîáèjàìî äà jå m = −2.
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a > 0 a < 0

D > 0

x

y

0x1 x2 x

y

0

x1 x2

D = 0

x

y

0 x1= x2

x

y

0

x1= x2

D < 0

x

y

0

x

y

0

Ñë. 9: Ãðàôèê êâàäðàòíå ôóíêöèjå f(x) = ax2 + bx + c ó çàâèñíîñòè îä
äèñêðèìèíàíòå è êîåôèöèjåíòà óç x2.
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x

y

0-3 4

Ñë. 10: Ãðàôèê ôóíêöèjå f(x) = x2 − x− 12.

3. Ó jåäíà÷èíè 4x2 +mx+m2− 15 = 0 îäðåäèòè ïàðàìåòàð m òàêî äà
ðåøå»à jåäíà÷èíå áóäó jåäíàêà.

Ðåøå»å: Óñëîâ äà ðåøå»à áóäó jåäíàêà jå äà äèñêðèìèíàíòà áóäå jåäíàêà
íóëè ïà èìàìî jåäíà÷èíó D = m2 − 4 · 4 · (m2 − 15) = −15m2 + 240 = 0
îäàêëå äîáèjàìî äà jå m = ±4.

4. Ó ôóíêöèjè y = x2 + px + q îäðåäèòè ïàðàìåòðå p è q òàêî äà
ôóíêöèjà èìà íóëå −2 è 3.

Ðåøå»å: Íà îñíîâó Âèjåòîâèõ ôîðìóëà x1 + x2 = − b
a
äîáèjàìî äà jå

−2 + 3 = −p
1
òj. p = −1. Êîðèñòå£è Âèjåòîâó ôîðìóëó çà ïðîèçâîä íóëà

ôóíêöèjå x1 · x2 = c
a
äîáèjàìî −2 · 3 = q

1
òj. ⇔ q = −6.

5. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó x2 − x− 12 ≤ 0.

Ðåøå»å:
Ïðâè íà÷èí: Ëåâó ñòðàíó íåjåäíà÷èíå çàïèñà£åìî ó îáëèêó ïðîèçâîäà,
ïà ñå äîáèjà íåjåäíà÷èíà (x − 4)(x + 3) ≤ 0 êîjà jå åêâèâàëåíòíà
(x+ 3 ≥ 0 ∧ x− 4 ≤ 0) ∨ (x+ 3 ≤ 0 ∧ x− 4 ≥ 0) òj. −3 ≤ x ≤ 4.
Äðóãè íà÷èí: Ìîæåìî êîðèñòèòè ãðàôèê ôóíêöèjå y = (x−4)(x+3) çà
óòâð¢èâà»å »åíîã çíàêà (ñë: 10). Íóëå ôóíêöèjå ñó−3 è 4 è êîåôèöèjåíò
óç x2 jå ïîçèòèâàí ïà ëàêî ìîæåìî ñêèöèðàòè ãðàôèê ôóíêöèjå è îäàòëå
îäðåäèòè ðåøå»å íåjåäíà÷èíå.
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Òðå£è íà÷èí: Êàêî jå ôóíêöèjà y = (x−4)(x+ 3) ìîæåìî äà îäðåäèìî
çíàê ïðîèçâîäà êîðèñòå£è ÷è»åíèöó äà ïðîèçâîä äâà ÷èíèîöà èñòîã çíàêà
äàjå ïîçèòèâàí ðåçóëòàò à ïðîèçâîä äâà ÷èíèîöà ðàçëè÷èòîã çíàêà äàjå
íåãàòèâàí ðåçóëòàò.

x ∈ (−∞,−3) x = −3 x ∈ (−3, 4) x = 4 x ∈ (4,+∞)

x+ 3 - 0 + + +

x− 4 - - - 0 +

(x− 4)(x+ 3) + 0 - 0 +

Èç òàáåëå îäðå¢ójåìî èíòåðâàë ãäå jå ôóíêöèjà íåãàòèâíà ÷èìå äîáèjàìî
èñòè ðåçóëàò òj. x ∈ [−3, 4].

6. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó 2x+3
x−1 ≤ 0.

Ðåøå»å: Êîðèñòå£è òàáëèöó
x ∈ (−∞,− 3

2 ) x = − 3
2 x ∈ (− 3

2 , 1) x = 1 x ∈ (1,+∞)

2x+ 3 - 0 + + +

x− 1 - - - 0 +

(x− 4)(x+ 3) + 0 - íåäåôèíèñàíî +

äîáèjàìî ðåøå»å x ∈ [−3
2
, 1).

7. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó x+1
x−3 ≥ 2.

Ðåøå»å: Ïîëàçíà íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà íåjåäíà÷èíè x+1
x−3 − 2 ≥ 0

òj. x−7
x−3 ≤ 0.

Êîðèñòå£è òàáëèöó
x ∈ (−∞, 3) x = 3 x ∈ (3, 7) x = 7 x ∈ (7,+∞)

x− 7 - - - 0 +

x− 3 - 0 + + +

(x− 4)(x+ 3) + íåäåôèíèñàíî - 0 +

äîáèjàìî ðåøå»å x ∈ (3, 7].

8. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó (x+2)(x−1)(x−3)
x(x+1)

≤ 0.

Ðåøå»å: Îçíà÷èìî ñà f(x) ëåâó ñòðàíó íåjåäíà÷èíå. Êîðèñòå£è òàáëèöó
(−∞,−2) −2 (−2,−1) −1 (−1, 0) 0 (0, 1) 1 (1, 3) 3 (3,∞)

x+ 2 - 0 + + + + + + + + +

x− 1 - - - - - - - 0 + + +

x− 3 - - - - - - - - - 0 +

x - - - - - 0 + + + + +

x+ 1 - - - 0 + + + + + + +

f(x) - 0 + íåäåô - íåäåô + 0 - 0 +
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äîáèjàìî ðåøå»å x ∈ (−∞,−2] ∪ (−1, 0) ∪ [1, 3].

9. Ó êîì èíòåðâàëó ñå ìîðà íàëàçèòè ðåàëàí áðîj m äà áè ðåøå»à
jåäíà÷èíå x2 − 2mx+m2 − 1 = 0 áèëà ó èíòåðâàëó [−2, 4]?

Ðåøå»å: Ðåøå»à jåäíà÷èíå ñó x1,2 =
2m±
√

4m2−4·1·(m2−1)
2

= m ± 1, à èç
óñëîâà x1 = m− 1 ≥ 2 è x2 = m+ 1 ≤ 4 ñëåäè −1 ≤ m ≤ 3.

10. Ó ôóíêöèjè y = (m− 1)x2 + (m− 4)x− (m+ 1) îäðåäèòè ïàðàìåòàð
m òàêî äà ôóíêöèjà ïîñòèæå íàjìà»ó âðåäíîñò çà x = 1.

Ðåøå»å: Êàêî jå − m−4
2(m−1) = 1 ñëåäè äà jå m = 2.

Çàäàöè çà âåæáó

1. Îäðåäèòè âðåäíîñò ïàðàìåòðà b òàêî äà ôóíêöèjà y = 2x2 + bx− 3
èìà ìèíèìóì çà x = 5

4
.

Ðåçóëòàò: b = −5.

2. Ó jåäíà÷èíè (k−1)x2−2kx−k+3 = 0 íà£è k òàêî äà çáèð êâàäðàòà
êîðåíà jåäíà÷èíå áóäå jåäíàê êâàäðàòó »èõîâîã ïðîèçâîäà.
Ðåçóëòàò: k = 1 ∨ k = −3

5
.

3. Íà£è îíå âðåäíîñòè ïàðàìåòðà m çà êîjå jå íåjåäíà÷èíà
(m− 1)x2 + (m− 1)x− 2 < 0 çàäîâî§åíà çà ñâàêî x ∈ R.
Ðåçóëòàò: m ∈ (−7, 1].

4. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó: x2 + 6 ≤ 5x.
Ðåçóëòàò: x ∈ [2, 3].

5. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó: 1
x
< 1

2
.

Ðåçóëòàò: x ∈ (−∞, 0) ∪ (2,+∞).

6. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó: 3
x−1 <

2
2x+6

.

Ðåçóëòàò: x ∈ (−∞,−17
4

) ∪ (−5
2
, 1).
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6.1 Jåäíà÷èíå ñà jåäíîì íåïîçíàòîì êîjå ñå ñâîäå íà

êâàäðàòíó

Áèêâàäðàòíå jåäíà÷èíå

Jåäíà÷èíà îáëèêà ax4 + bx2 + c = 0 íàçèâà ñå áèêâàäðàòíîì jåäíà÷èíîì.
Îíà jå åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíè a(x2)2 + bx2 + c = 0, êîjà jå êâàäðàòíà
ó îäíîñó íà x2. Ïðèìåíîì ñìåíå x2 = t äîáèjà ñå êâàäðàòíà jåäíà÷èíà
at2 + bt+ c = 0.

Ñèìåòðè÷íå jåäíà÷èíå

Ñèìåòðè÷íà jåäíà÷èíà ÷åòâðòîã ñòåïåíà jå jåäíà÷èíà êîjà jå îáëèêà
ax4 + bx3 + cx2 + bx + a = 0, êîjà ñå ðåøàâà äå§å»åì ñà x2, à çàòèì
óâî¢å»åì ñìåíå x+ 1

x
= t.

Áèíîìíå jåäíà÷èíå

Jåäíà÷èíà îáëèêà axn±b = 0 íàçèâà ñå áèíîìíîì jåäíà÷èíîì (a, b>0). Çà
n = 3 äîáèjà ñå áèíîìíà jåäíà÷èíà òðå£åã ñòåïåíà ax3 ± b = 0. Ñìåíîì
y = 3

√
a
b
, ãäå jå y íîâà íåïîçíàòà, áèíîìíà jåäíà÷èíà òðå£åã ñòåïåíà

ïîñòàjå y3± 1 = 0, øòî jå åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíè (y± 1)(y2∓ y+ 1) = 0.

Ðåøåíè çàäàöè

1. Ðåøèòè jåäíà÷èíó x4 − 13x2 + 36 = 0.

Ðåøå»å: Óâî¢å»åì ñìåíå x2 = t, äîáèjàìî jåäíà÷èíó t2 − 13t + 36 = 0.
Ðåøå»å îâå jåäíà÷èíå jå t1,2 = 13±

√
169−4·1·36
2

= 13±5
2
. Îäàâäå äîáèjàìî äà

jå t1 = 9 èëè t2 = 4. Âðà£à»åì ñìåíå äîáèjàìî äâå jåäíà÷èíå x2 = 9 è
x2 = 4, ÷èjèì ðåøàâà»åì äîáèjàìî x1 = 3, x2 = −3, x3 = 2 è x4 = −2.

2. Ðåøèòè jåäíà÷èíó x4 − (m2 + n2)x2 +m2n2 = 0.

Ðåøå»å: Óâî¢å»åì ñìåíå x2 = t, äîáèjàìî êâàäðàòíó jåäíà÷èíó
t2 − (m2 + n2)t+m2n2 = 0. Ðåøå»å îâå jåäíà÷èíå jå

t1,2 =
+(m2+n2)±

√
(m2+n2)2−4·1·m2n2

2
=

= +(m2+n2)±
√
m4−2m2n2+n4

2
=

=
(m2+n2)±

√
(m2−n2)2

2
=
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=
(m2+n2)±(m2−n2)

2

çáîã ñèìåòðèjå ñå äîáèjàjó äâà ïàðà ñèìåòðè÷íèõ ðåøå»à: t1 = x2 = m2

è t2 = x2 = n2. Îäàâäå äîáèjàìî x1 = m, x2 = −m, x3 = n è x4 = −n.

3. Ðåøèòè jåäíà÷èíó 6x4 − 35x3 + 62x2 − 35x+ 6 = 0.

Ðåøå»å: Äå§å»åì ñà x2 äîáèjàìî 6x2 − 35x + 62 − 35
x

+ 6
x2

= 0 êîjà jå
åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíè 6(x2 + 1

x2
)− 35(x + 1

x
) + 6 = 0. Óâî¢å»åì ñìåíå

x+ 1
x

= t äîáèjàìî x2+2+ 1
x2

= t2 òj. x2+ 1
x2

= t2−2. Äîáè£åìî êâàäðàòíó
jåäíà÷èíó 6t2−35t+50 = 0. Ðåøàâà»åì òå êâàäðàòíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî
t = 10

3
∨ t = 5

2
. Âðà£à»åì ñìåíå äîáèjàìî äâå jåäíà÷èíå x + 1

x
= 10

3
è

x+ 1
x

= 5
2
. Èç ïðâå jåäíà÷èíå äîáèjàìî x2 − 10

3
x+ 1 = 0, îäàêëå äîáèjàìî

x1 = 3, x2 = 1
3
. Èç äðóãå jåäíà÷èíå äîáèjàìî x2 − 5

2
x + 1 = 0 îäàêëå

äîáèjàìî x3 = 2, x4 = 1
2
.

4. Ðåøèòè jåäíà÷èíó x4 − 1 = 0.

Ðåøå»å: Äàòà jåäíà÷èíà jå áèíîìíà è ìîæåìî jå çàïèñàòè íà ñëåäå£è
íà÷èí (x − 1)(x + 1)(x2 + 1) = 0, øòî çíà÷è äà jåäíà÷èíà èìà ðåàëíà
ðåøå»à x1 = 1 è x2 = −1, êàî è ïàð êîíjóãîâàíî êîìïëåêñíèõ ðåøå»à
x3,4 = ±i.

5. Ðåøèòè jåäíà÷èíó x6 − 729 = 0.

Ðåøå»å: Ëåâó ñòðàíó ïîëàçíå jåäíà÷èíå ìîæåìî çàïèñàòè êàî ðàçëèêó
êâàäðàòà (x3 − 27)(x3 + 27) = 0, îäàêëå äîáèjàìî jåäíà÷èíå x3 − 27 = 0
èëè x3 + 27 = 0. Ðåøàâà»åì ïðñâå jåäíà÷èíå äîáèjàìî jåäíî ðåàëíî
ðåøå»å x1 = 3 è ïàð êîíjóãîâàíî êîìïëåêñíèõ ðåøå»à x2,3 = 3

2
(−1±i

√
3).

Ðåøàâà»åì äðóãå jåäíà÷èíå äîáèjàìî jåäíî ðåàëíî ðåøå»å x4 = −3 è ïàð
êîíjóãîâàíî êîìïëåêñíèõ ðåøå»à x5,6 = 3

2
(−1± i

√
3).

Çàäàöè çà âåæáó

1. Ðåøèòè jåäíà÷èíó x4 − 34x2 + 225 = 0.
Ðåçóëòàò: Ðåøå»à ñó x1,2 = ±5, x3,4 = ±3.

2. Ðåøèòè jåäíà÷èíó a2x4 − (a2 + b2)x2 + a2b2 = 0.
Ðåçóëòàò: Ðåøå»à jåäíà÷èíå ñó: x1,2 = ± b

a
, x3,4 = ±a àêî jå a 6= 0.

Aêî jå a = 0 è b 6= 0 ðåøå»å je x = 0, a àêî ñó a = b = 0 ðåøå»å jå
ñâàêî x ∈ R.
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3. Ðåøèòè jåäíà÷èíó 4x4 + 2x3 + 6x2 + 3x+ 9 = 0.
Ðåçóëòàò: Ðåøå»à jåäíà÷èíå ñó: x1,2 = 1±i

√
5

2
, x3,4 = −3±i

√
15

4
.

4. Ðåøèòè jåäíà÷èíó x4 + 1 = 0.

Ðåçóëòàò: Ðåøå»à jåäíà÷èíå ñó: x1,2 =
√
2(−1±i)

2
, x3,4 =

√
2(1±i)
2

.
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7 Èðàöèîíàëíå jåäíà÷èíå è íåjåäíà÷èíå

Èðàöèîíàëíå jåäíà÷èíå ñó îíå jåäíà÷èíå ó êîjèìà ñå íåïîçíàòà íàëàçè
ó îñíîâè íåêîã ñòåïåíà ÷èjè èçëîæèëàö íèjå öåëè áðîj. Íïð. x

1
2 = 7,

(x2 + 1)
1
2 = 4, (x + 1)

1
2 = x + 2,

√
x2 − 5x+ 2 = x − 3 èòä. Âàæå ñëåäå£å

åêâèâàëåíöèjå:√
f(x) = g(x)⇔ (f(x) = (g(x))2 ∧ f(x) ≥ 0 ∧ g(x) ≥ 0,√
f(x) < g(x)⇔ (f(x) < (g(x))2 ∧ f(x) ≥ 0 ∧ g(x) ≥ 0,√
f(x) > g(x)⇔ [(f(x) > (g(x))2 ∧ g(x) ≥ 0] ∨ [g(x) < 0 ∧ f(x) ≥ 0] .

Ðåøåíè çàäàöè

1. Ðåøèòè jåäíà÷èíó x−
√

11 + x2 = 11.

Ðåøå»å:
x−
√

11 + x2 = 11⇔
⇔ −

√
11 + x2 = 11− x⇔

⇔
√

11 + x2 = x− 11⇔
⇔ (11 + x2 = x2 − 22x+ 121) ∧ (11 + x2 ≥ 0) ∧ (x− 11 ≥ 0)⇔
⇔ 22x = 110 ∧ (11 + x2 ≥ 0) ∧ (x− 11 ≥ 0)⇔
⇔ x = 5 ∧ (11 + x2 ≥ 0) ∧ (x− 11 ≥ 0).

Âèäèìî äà íå âàæè íåjåäíàêîñò 5 − 11 ≥ 0 ïà îäàòëå çàê§ó÷ójåìî äà
jåäíà÷èíà íåìà ðåøå»à. Çàäàòàê ñìî ìîãëè ðåøèòè êâàäðèðà»åì è
áåç ïèñà»à óñëîâà, óâðøòàâà»åì äîáèjåíèõ ðåøå»à ïîëàçíó jåäíà÷èíó è
ïðîâåðîì äà ëè âàæè jåäíàêîñò. Òèìå áè äîáèëè 5−

√
11 + 52 = 5−

√
36 =

−1 6= 11, øòî çíà÷è äà áè è îâèì ïîñòóïêîì îäáàöèëè ðåøå»å.

2. Ðåøèòè jåäíà÷èíó
√
x− 3 = 5− x.

Ðåøå»å: Êâàäðèðà»åì jåäíà÷èíå è »åíèì äà§èì ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî

x− 3 = (5− x)2 ⇔ x2 − 11x+ 28 = 0⇔ x = 4 ∨ x = 7.

Ïðâî ðåøå»å ïðèõâàòàìî jåð óâðøòàâà»åì ó ïîëàçíó jåäíà÷èíó äîáèjàìî√
4− 3 = 5 − 4, à äðóãî îäáàöójåìî çàòî øòî óâðøòàâà»åì ó ïîëàçíó

jåäíà÷èíó äîáèjàìî
√

7− 3 6= 5− 7.

3. Ðåøèòè jåäíà÷èíó
√
x− 9−

√
x− 18 = 1.
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Ðåøå»å: Êâàäðèðà»åì åêâèâàëåíòíå jåäíà÷èíå
√
x− 9 = 1 +

√
x− 18

äîáèjàìî 4 =
√
x− 18. Ïîíîâíèì êâàäðèðà»åì äîáèjàìî 16 = x − 18

òj. x = 34 jåð óâðøòàâà»åì ó ïîëàçíó jåäíà÷èíó ïîêàçójåìî äà ðåøå»å
ïðèõâàòàìî

√
34− 9−

√
34− 18 = 5− 4 = 1.

4. Ðåøèòè jåäíà÷èíó
√

1−
√
x4 − x2 = x− 1.

Ðåøå»å: Óñëîâè êîjå ðåøå»å ìîðà äà çàäîâî§è ñó x − 1 ≥ 0 øòî jå
åêâèâàëåíòíî x ≥ 1, x4−x2 = x2(x2−1) ≥ 0 øòî jå åêâèâàëåíòíî x2−1 ≥ 0
è 1−

√
x4 − x2 ≥ 0. Êâàäðèðà»åì ïîëàçíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî

1 −
√
x4 − x2 = x2 − 2x + 1 øòî jå åêâèâàëåíòíî jåäíà÷èíè

√
x4 − x2 =

x(2 − x). Ïîíîâíèì êâàäðèðà»åì äîáèjàìî x2(x2 − 1) = x2(2 − x)2 øòî
jå åêâèâàëåíòíî ⇔ x2(x2− 1− 4 + 4x− x2) = 0 òj. x2(4x− 5) = 0. Îäàâäå
äîáèjàìî äâà ïîòåíöèjàëíà ðåøå»à x = 0 i x = 5

4
. Ïðîâåðîì ïîñòàâ§åíèõ

óñëîâà äîáèjàìî äà ñå ïðèõâàòà ñàìî äðóãî ïà jå jåäèíî ðåøå»å jåäíà÷èíå
x = 5

4
.

5. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó
√
x+ 5 > x− 1.

Ðåøå»å: Ðåøå»å íåjåäíà÷èíå ÷èíå äâà ñêóïà

Ñâè ðåàëíè áðîjåâè x òàêâè äà jå x+5 ≥ 0 è x−1 < 0, òj. x ∈ [−5, 1)

Ñâè ðåàëíè áðîjåâè x òàêâè äà âàæè x − 1 ≥ 0 è x + 5 > (x − 1)2

øòî jå åêâèâàëåíòíî ñèñòåìó íåjåäíà÷èíà x ≥ 1 ∧ 0 > x2 − 3x − 4.
Ðåøàâà»åì êâàäðàòíå íåjåäíà÷èíå äîáèjàìî äà jå x ∈ (−1, 4) øòî
ó ïðåñåêó ñà x ≥ 1 äàjå äà x ∈ [1, 4).

Ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå jå óíèjà äîáèjåíèõ ñêóïîâà òj.
[−5, 1) ∪ [1, 4) = [−5, 4).

6. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó
√
x+ 10 > x− 2

Ðåøå»å: Ðåøå»å íåjåäíà÷èíå ÷èíå äâà ñêóïà

Ñâè ðåàëíè áðîjåâè x òàêâè äà jå x+ 10 ≥ 0 è x− 2 < 0, òj.
x ∈ [−10, 2)

Ñâè ðåàëíè áðîjåâè x òàêâè äà âàæè x − 2 ≥ 0 è x + 10 > (x − 2)2

øòî jå åêâèâàëåíòíî ñèñòåìó íåjåäíà÷èíà x ≥ 2 ∧ 0 > x2 − 5x − 6.
Ðåøàâà»åì êâàäðàòíå íåjåäíà÷èíå äîáèjàìî äà jå x ∈ (−1, 6) øòî
ó ïðåñåêó ñà x ≥ 2 äàjå äà x ∈ [2, 6).

Ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå jå óíèjà äîáèjåíèõ ñêóïîâà òj.
[−10, 2) ∪ [2, 6) = [−10, 6).
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Çàäàöè çà âåæáó

1. Ðåøèòè jåäíà÷èíó
√
x+2
2

= x− 1.
Ðåçóëòàò: x = 2.

2. Ðåøèòè jåäíà÷èíó
√

2x+ 1 = x− 1.
Ðåçóëòàò: x = 4.

3. Ðåøèòè jåäíà÷èíó
√
x− 1 = x− 3.

Ðåçóëòàò: x = 5.

4. Ðåøèòè jåäíà÷èíó
√
x+1+

√
x−3√

2x−2 =
√
3x−5√

x+1−
√
x−3 .

Ðåçóëòàò: x = 3.

5. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó
√
x+ 4 < x− 2.

Ðåçóëòàò: Ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå jå(2, 5).

6. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó
√

2x2 − 7x+ 3 ≥ 0.
Ðåçóëòàò: x ∈ (−∞, 1

2
] ∪ [3,∞).

7. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó
√
x2 − x− 12 < x.

Ðåçóëòàò: x ∈ [3,∞).

8. Ðåøèòè jåäíà÷èíó (2x− 4)
1
2 − (x+ 5)

1
2 = 1.

Ðåçóëòàò: Ðåøå»å jåäíà÷èíå jå x = 20.

9. Ðåøèòè jåäíà÷èíó
√
x+
√
x+ 9 =

√
x+ 1 +

√
x+ 4.

Ðåçóëòàò: Ðåøå»å jåäíà÷èíå jåx = 0.
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8 Åêñïîíåíöèjàëíå jåäíà÷èíå è íåjåäíà÷èíå.

8.1 Åêñïîíåíöèjàëíà ôóíêöèjà

Ôóíêöèjà îáëèêà f(x) = ax, (a > 0, a 6= 1) ñå íàçèâà åêñïîíåíöèjàëíîì
ôóíêöèjîì. Îáëàñò äåôèíèñàíîñòè jå D = R =(−∞,+∞). Àêî jå a > 1
òàäà jå ôóíêöèjà ðàñòó£à, à àêî jå 0 < a < 1 òàäà jå ôóíêöèjà îïàäàjó£à.
Ãðàôèöè åêñïîíåíöèjàëíèõ ôóíêöèjà ó çàâèñíîñòè îä ïàðàìåòðà a ñó
äàòè íà ñëåäå£îj ñëèöè.

x

y

0

y = ax

a > 1

1

x

y

0

y = ax

0 < a < 1

1

Ñë. 11: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = ax, ó çàâèñíîñòè îä ïàðàìåòðà a.

8.2 Åêñïîíåíöèjàëíå jåäíà÷èíå è íåjåäíà÷èíå

Åêñïîíåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ñó jåäíà÷èíå êîä êîjèõ ñå íåïîçíàòà íàëàçè
ó èçëîæèîöó (åêñïîíåíòó) ñòåïåíà. Ïðè ðåøàâà»ó åêñïîíåíöèjàëíèõ
jåäíà÷èíà êîðèñòèìî îñîáèíó åêñïîíåíöèjàëíå ôóíêöèjå äà jå ñòðîãî
ìîíîòîíà (è òèìå 1-1) ïà âàæè ax1 = ax2 àêî è ñàìî àêî x1 = x2.

Åêñïîíåíöèjàëíà íåjåäíà÷èíà af(x) > b çà b ≤ 0 jå çàäîâî§åíà íà
äîìåíó ôóíêöèjå af(x), òj. ó ñâèì òà÷êàìà äîìåíà ôóíêöèjå f(x)
çàòî øòî ñó âðåäíîñòè åêñïîíåíöèjàëíå ôóíêöèjå óâåê ïîçèòèâíå.

Åêñïîíåíöèjàëíà íåjåäíà÷èíà af(x) > b, çà b > 0 è a > 1, jå çàäîâî§åíà
ó îíèì òà÷êàìà äîìåíà ôóíêöèjå f(x) çà êîjå âàæè f(x) > loga b .

Åêñïîíåíöèjàëíà íåjåäíà÷èíà af(x) > b, çà b > 0 è 0 < a < 1, jå
çàäîâî§åíà ó îíèì òà÷êàìà äîìåíà ôóíêöèjå f(x) çà êîjå âàæè
f(x) < loga b .
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Ðåøåíè çàäàöè

1. Íàöðòàòè ãðàôèêå ôóíêöèjà y = 2x è y =
(
1
2

)x
ó èñòîì Äåêàðòîâîì

êîîðäèíàòíîì ñèñòåìó.

Ðåøå»å: Òðàæåíè ãðàôèöè ñå ìîãó âèäåòè íà ñëèöè 12.

x

y

0

y = 2x

1

y = (   )x1

2

Ñë. 12: Ãðàôèöè ôóíêöèjà y = 2x è
(
1
2

)x
.

2. Ñêèöèðàòè ãðàôèêå ôóíêöèjà y = 3x + 1 è y = |3x − 1|.

Ðåøå»å: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = 3x + 1 ñå äîáèjà êàäà ãðàôèê ôóíêöèjå
y = 3x òðàíñëèðàìî íà ãîðå çà 1 (ñë. 13)

x

y

0

y = 3x+1

1

2

Ñë. 13: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = 3x + 1.

Ãðàôèê ôóíêöèjå y = |3x − 1| ñå äîáèjà êàäà ãðàôèê ôóíêöèjå y = 3x

òðàíñëèðàìî íà äîëå çà 1 (ñë. 14), è ïîòîì äåëîâå êîjó ñó èñïîä x-îñå
ïðåñëèêàìî ñèìåòðè÷íî ó îäíîñó íà òó îñó (ñë. 15)
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x

y

0

y = 3x-1

-1

Ñë. 14: Ãðàôèê ôóíêöèjå
y = 3x − 1.

x

y

0

y = |3x-1|

1

Ñë. 15: Ãðàôèê ôóíêöèjå
y = |3x − 1|.

3. Ðåøèòè jåäíà÷èíå:
à) 2x−1 = 45,

á) 9−3x =
(

1
27

)x+3
,

â) 3
x−1
2 − 2

x+1
3 = 2

x−2
3 + 3

x−3
2 ,

ã) 0, 125 · 42x−3 =
(√

2
8

)−x
,

ä) 10 · 2x − 4x = 16,
e) 2 · 3x+1 − 5 · 9x−2 = 81.

Ðåøå»å:
a) Íàjïðå áè òðåáàëî èçðàçå ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå jåäíàêîñòè äîâåñòè
äî èñòèõ îñíîâà, ïà òàêî 2x−1 = 45 ïîñòàjå åêâèâàëåíòíî ñà 2x−1 = (22)

5

òj. 2x−1 = 210. Êîðèñòå£è ÷è»åíèöó äà jå åêñïîíåíöèjàëíà ôóíêöèjà 1-1
äîáèjàìî äà jåäíà÷èíó x− 1 = 10 ÷èjå jå ðåøå»å x = 11.

á) Íà ñëè÷àí íà÷èí êàî ó ïðåòõîäíîì çàäàòêó èç 9−3x =
(

1
27

)x+3
äîáèjàìî

(32)
−3x

= (3−3)
x+3

òj. 3−6x = 3−3x−9. Ïðåòõîäíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà
jåäíà÷èíè −6x = −3x− 9 ÷èjå jå ðåøå»å x = 3.

â) Èç 3
x−1
2 − 2

x+1
3 = 2

x−2
3 + 3

x−3
2 äîáèjàìî 3

x−1
2 − 3

x−3
2 = 2

x−2
3 + 2

x+1
3 òj.

3
x−3
2 (3−1) = 2

x−2
3 (2+1). Èç ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî äà jå 2 ·3x−3

2 =

3 · 2x−2
3 òj. 3

x−3
2 · 3−1 = 2

x−3
3 · 2−1. Ïðåòõîäíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà

3
x−5
2 = 2

x−5
3 òj,

(
3

1
2

)x−5
=
(

2
1
3

)x−5
. Äîáèjåíó jåäíà÷èíó ìîæåìî çàïèñàòè

êàî
(√

3
3√2

)x−5
= 1 øòî jå åêâèâàëåíòíî

x− 5 = 0 ÷èjå jå ðåøå»å x = 5.
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ã) Èç 0, 125 · 42x−3 =
(√

2
8

)−x
äîáèjàìî äà jå 2−3 · 24x−6 =

(
2−

5
2

)−x
òj.

24x−9 = 2
5
2
x. Ïðåòõîäíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíè 4x−9 = 5

2
x

÷èjå jå ðåøå»å x = 6.

ä) Ïîëàçíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà 10 · 2x− 22x = 16. Óâî¢å»åì ñìåíå
2x = t äîáèjàìî jåäíà÷èíó 10t−t2 = 16. Ðåøàâà»åì êâàäðàòíå jåäíà÷èíå
äîáèjàìî äâà ðåøå»à t1 = 8 è t2 = 2. Âðà£à»åì ñìåíå äîáèjàìî jåäíà÷èíå
2x = 23 è 2x = 21 ÷èjåì ðåøàâà»åì äîáèjàìî ðåøå»à ïîëàçíå jåäíà÷èíå
x1 = 3 è x2 = 1.

e) Jåäíà÷èíà 2 · 3x+1− 5 · 9x−2 = 81 jå åêâèâàëåíòíà 2 · 3 · 3x− 5 · 3−4 · 32x =
81 òj. 6 · 81 · 3x − 5 · 32x − 812 = 0. Óâî¢å»åì ñìåíå 3x = t äîáèjàìî
jåäíà÷èíó 486t−5t2−812 = 0. Ðåøàâà»åì êâàäðàòíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî
äâà ðåøå»à t1 = 81 è t2 = 81

5
. Âðà£à»åì ñìåíå äîáèjàìî jåäíà÷èíå

3x = 34 è 3x = 81
5
÷èjåì ðåøàâà»åì äîáèjàìî ðåøå»à ïîëàçíå jåäíà÷èíå

x1 = 4 è x2 = 4− log 5
log 3

.

4. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíå:
à)5x − 3x+1 > 2 (5x−1 − 3x−2) ,

á)
(
1
4

)3x−2 ≤ (1
2

)|x+1|
.

Ðåøå»å:

à) Äå§å»åì íåjåäíà÷èíå ñà 3x (çíàìî äà jå 3x > 0 çà ñâàêî ðåàëíî x)
äîáèjàìî äà jå ïîëàçíà íåjåäíà÷èíà åêâèâàëåíòíà

(
5
3

)x−3 > 2 · 1
5
·
(
5
3

)x− 2
9

òj. 3
5

(
5
3

)x
> 3− 2

9
. Äîáèjåíó íåjåäíà÷èíó ìîæåìî çàïèñàòè êàî 3

5

(
5
3

)x
> 25

9

òj.
(
5
3

)x
>
(
5
3

)3
. Êàêî jå îñíîâà åêñïîíåíöèjàëíå ôóíêöèjå 5

3
> 1 îäàòëå

ñëåäè äà jå ôóíêöèjà ðàñòó£à ïà jå ðåøå»å íåjåäíà÷èíå x > 3.

á) Íåjåäíà÷èíà
(
1
4

)3x−2 ≤ (1
2

)|x+1|
jå åêâèâàëåíòíà

((
1
2

)2)3x−2 ≤ (1
2

)|x+1|

òj.
(
1
2

)6x−4 ≤ (1
2

)|x+1|
. Ïîøòî jå îñíîâà åêñïîíåíöèjaëíå ôóíêöèjå 1

2
< 1

îäàòëå ñëåäè äà jå ôóíêöèjà îïàäàjó£à ïà jå ïîëàçíà íåjåäíà÷èíà åêâè-
âàëåíòíà íåjåäíà÷èíè 6x − 4 ≥ |x + 1|. Äîáèjåíó íåjåäíà÷èíó ðåøàâàìî
äèñêóñèjîì ïî çíàêó èçðàçà x+ 1. Àêî jå x+ 1 ≥ 0 ïîëàçíà íåjåäíà÷èíà
jå åêâèâàëåíòíà íåjåäíà÷èíè 6x − 4 ≥ x + 1 òj. 5x ≥ 5. Ñêóï ðåøå»à
A = [1,∞) ïðåñåöàìî óñëîâîì x ≥ −1 è äîáèjàìî x ∈ [1,∞). Àêî jå
x+ 1 < 0 òàäà jå 6x− 4 ≥ x+ 1 èëè 6x− 4 ≤ −(x+ 1) òj. 5x ≥ 5∧ x ≥ −1
èëè 7x ≥ 3∧ x < −1. Ðåøàâà»åì íåjåäíà÷èíà äîáèjàìî (x ≥ 1 ∧ x ≥ −1)
èëè x ≥ 3

7
∧ x < −1, îäàêëå äîáèjàìî äà jå x ∈ [1,∞).
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Çàäàöè çà âåæáó

1. Íàöðòàòè ãðàôèêå ôóíêöèjà y = 2x − 2 è y =
(
1
4

)x
+ 1.

Ðåçóëòàò: âèäè ñëèêe 16 è 17.

x

y

0

y = 2x-2

-1

-2

Ñë. 16: Ãðàôèê ôóíêöèjå
y = 2x − 2.

x

y

0

y = (  )x+1
1

4

1

2

Ñë. 17: Ãðàôèê ôóíêöèjå
y =

(
1
4

)x
+ 1.

2. Ðåøèòè jåäíà÷èíó
x−7
√

32x+5 = 0, 25 · 128
x+17
x−3 .

Ðåçóëòàò: x = 10.

3. Ðåøèòè jåäíà÷èíó 2 · 3x+1 − 4 · 3x−2 = 450.
Ðåçóëòàò: x = 4.

4. Ðåøèòè jåäíà÷èíó 4
√
x−2 + 16 = 10 · 2

√
x−2.

Ðåçóëòàò: x1 = 11, x2 = 3.

5. Ðåøèòè jåäíà÷èíó 23x · 3x − 23x−1 · 3x+1 = −288.
Ðåçóëòàò: x = 2.

6. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíó
(
1
2

)|x+3| ≤
(
1
4

)2x−3
.

Ðåçóëòàò: x ∈ (−∞, 3].
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9 Ëîãàðèòàìñêå jåäíà÷èíå è íåjåäíà÷èíå.

Ëîãàðèòàì áðîjà x > 0 çà äàòó îñíîâó (áàçó) a (a > 0, a 6= 1) ó îçíàöè
loga x, jå áðîj c êîjèì òðåáà ñòåïåíîâàòè îñíîâó a äà áè ñå äîáèî áðîj x.
Ïðåìà òîìå, c = loga x⇔ ac = x îäíîñíî aloga x = x çà x > 0.

x

y

0 1

y = loga x

a > 1

Ñë. 18: Ãðàôèê ôóíêöèjå
y = loga x ãäå jå a > 1

x

y

0 1

y = loga x

0 < a < 1 

Ñë. 19: Ãðàôèê ôóíêöèjå
y = loga x ãäå jå 0 < a < 1

Îñíîâíå îñîáèíå ëîãàðèòàìà:

loga 1 = 0, a > 0, a 6= 1,

loga a = 1, a > 0, a 6= 1,

loga(x · y) = loga x+ loga y, x, y > 0,

loga
x
y

= loga x− loga y, x, y > 0,

loga x
α = α · loga x, x > 0,

loga x = logb x
logb a

, a, b > 0, a, b 6= 1,

loga b = 1
logb a

,a, b > 0, a, b 6= 1,

logaβ b = 1
β

loga b, a, b > 0, a 6= 1.

Äåêàäíè ëîãàðèòìè ñó ëîãàðèòìè ñà îñíîâîì 10 è êîðèñòèìî îçíàêó
log10 x = log x.
Ïðèðîäíè ëîãàðèòìè ñó ëîãàðèòìè ñà îñíîâîì e (e = 2.71828...),
è êîðèñòèìî îçíàêó loge x = lnx.
Ãðàôèöè ëîãàðèòàìñêèõ ôóíêöèjà äàòè ñó íà ñëèêàìa 18 è 19.
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9.1 Ëîãàðèòàìñêå jåäíà÷èíå è íåjåäíà÷èíå

Ëîãàðèòàìñêå jåäíà÷èíå ñó jåäíà÷èíå êîä êîjèõ ñå íåïîçíàòà jàâ§à êàî
äåî àðãóìåíòà ëîãàðèòàìñêå ôóíêöèjå.
Jåäíà÷èíà loga f(x) = b, (a > 0, a 6= 1) jå åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíè f(x) =
ab.
Jåäíà÷èíà loga f(x) = loga g(x), (a > 0, a 6= 1) jå åêâèâàëåíòíà ñèñòåìó
f(x) = g(x) ∧ f(x) > 0 ∧ g(x) > 0.
Íåjåäíà÷èíà loga f(x) > b, (a > 0, a 6= 1) jå åêâèâàëåíòíà f(x) > ab àêî jå
a > 1, îäíîñíî 0 < f(x) < ab àêî jå 0 < a < 1.

Ðåøåíè çàäàöè

1. Óïðîñòèòè èçðàç:
à) log2 3 · log3 4 · log4 5 · · · log7 8;
á) log5 9

√
81;

â) àêî jå log30 3 = a è log30 5 = b, íà£è log3 8.

Ðåøå»å:
à) log2 3 · log3 4 · log4 5 · · · log7 8 =

= log2 3 · log2 4
log2 3

· log2 5
log2 4

· log2 6
log2 5

· log2 7
log2 6

· log2 8
log2 7

=

= log2 8 = 3.

á) log5 9
√

81 = 81
1

log5 9 =
(
9log9 5

)2
= 52 = 25.

â)

log30 8 = log30 23 = 3 log30 2 = 3 log30

30

15
= 3 (log30 30− log30 15)

= 3 (1− log30 3 · 5) = 3 (1− log30 3− log30 5) = 3(1− a− b).

.

2. Ðåøèòè jåäíà÷èíå
à) log 1

2
x = 3,

á) x1+log3 x = 9,
â) log (x(x+ 9)) = 1,
ã) log3 x+ log9 x+ log81 x = 7 ,
ä) log4(x+ 12) · logx 2 = 1 ,
¢)log49 x

2 + log7(x− 1) = log7(log√3 3),
å) 50log x · 160log x = 400.
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Ðåøå»å:
à) Íà îñíîâó äåôèíèöèjå ëîãàðèòìà jåäíà÷èíà log 1

2
x = 3 jå åêâèâàëåíòíà

x =
(
1
2

)3
= 1

8
,

á) Ëîãàðèòìîâà»åì ñà îñíîâîì 3 ëåâå è äåñíå ñòðàíå èçðàçà x1+log3 x = 9
äîáèjàìî (1 + log3 x) · log3 x = log3 32 = 2. Óâî¢å»åì ñìåíå log3 x = t
äîáèjàìî jåäíà÷èíó (1 + t)t = 2 òj. t2 + t− 2 = 0, ÷èjà ñó ðåøå»à t1 = 1 è
t2 = −2. Âðà£à»åì ñìåíå äîáèjàìî log3 x = 1 òj. jåäíî ðåøå»å jå x = 3
è log3 x = −2 òj. äðóãî ðåøå»å jå x = 3−2 = 1

9
,

â) Jåäíà÷èíà åêâèâàëåíòíî log10(x(x+ 9)) = log10 10 øòî jå åêâèâàëåíòíî
ñèñòåìó x(x+9) = 10∧x(x+9) > 0. Ðåøàâà»åì jåäíà÷èíå x2+9x+10 = 0
äîáèjàìî ðåøå»à x1 = 1 è x2 = −10. Çà äîáèjåíà ðåøå»à ïðîâåðàâàìî äà
ëè jå çàäîâî§åíà íåjåäíà÷èíà x(x + 9) > 0 è íà îñíîâó òîãà ïðèõâàòàìî
îáà ðåøå»à. Ïðîâåðó ìîæåìî äà èçâåäåìî è òàêî øòî äîáèjåíå ðåçóëòàòå
óâðñòèìî ó ïîëàçíó jåäíà÷èíó è àêî äîáèjåìî jåäíàêîñò ðåçóëòàò ïðèõâà-
òàìî êàî ðåøå»å à àêî íå îíäà ãà îäáàöójåìî.
ã) Íà îñíîâó îñîáèíå ëîãàðèòìà logaβ b = 1

β
loga b ïîëàçíà jåäíà÷èíà jå

åêâèâàëåíòíà log3 x+1
2

log3 x+1
4

log3 x = 7 òj.7
4

log3 x = 7. Îäàòëå äîáèjàìî
log3 x = 4 øòî jå åêâèâàëåíòíî ñèñòåìó x = 34 = 81∧x > 0. Êàêî äîáèjåíî
ðåøå»å çàäîâî§àâà óñëîâ x > 0 ðåøå»å ïðèõâàòàìî.
ä) Çà jåäíà÷èíó log4(x+12)·logx 2 = 1 óñëîâè êîjè ïðîèçëàçå èç äåôèíèñà-
íîñòè ôóíêöèjà ñó x+12 > 0, x > 0 è x 6= 1. Çà äîáèjåíå ðåçóëòàòå ìîðàìî
ïðîâåðèòè èñïó»åíîñò îâèõ óñëîâà. Èç log4(x + 12) · logx 2 = 1 äîáèjàìî
jåäíà÷èíó log4(x+12) = log2 x êîjà jå åêâèâàëåíòíà

1
2

log2(x+12) = log2 x.
Èç ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî log2(x + 12) = log2 x

2 òj. jåäíà÷èíó
x+ 12 = x2 ÷èjà ñó ðåøå»à x1 = 4 è x2 = −3. Ïðîâåðîì ïî÷åòíèõ óñëîâà
äîáèjàìî äà jå ðåøå»å ñàìî x = 4.
¢) Çà jåäíà÷èíó log49 x

2 + log7(x − 1) = log7(log√3 3), óñëîâè ñó x 6= 0 è
x − 1 > 0. Îäàòëå äîáèjàìî log72 x

2 + log7(x − 1) = log7(log31/2 3) êîjà jå
åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíè 1

2
log7 x

2 + log7(x − 1) = log7(2 log3 3). Îäàâäå
äîáèjàìî jåäíà÷èíó log7 x(x − 1) = log7 2 óç óñëîâ äà jå x > 0. Èç
ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî êâàäðàòíó jåäíà÷èíó x2 − x = 2 ÷èjà ñó
ðåøå»à x1 = −1 è x2 = 2 . Ïðîâåðîì ïî÷åòíèõ óñëîâà îäáàöójåìî ïðâè
ðåçóëòàò ïà jå ðåøå»å jåäíà÷èíå x = 2.
å) Ëîãàðèòìîâà»åì îáå ñòðàíå jåäíà÷èíå 50log x · 160log x = 400 äåêàäíèì
ëîãàðèòìîì äîáèjàìî jåäíà÷èíó log 8000log x = log 400 êîjà jå åêâèâàëåíòíà
log x·log 8000 = log 400 òj. log x = log 400

log 8000
= 2+2 log 2

3+3 log 2
= 2

3
. Îäàòëå jå x = 10

2
3 .

3. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíå:
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à) log(2x+ 3) ≤ 1,
á) log 1

3

3x−1
x+2

> 1,

â) log(x+ 1) < log(2x− 1).

Ðåøå»å:
à) ïîëàçíà íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà íåjåäíà÷èíè log(2x+3) ≤ log 10 à
îíà jå åêâèâàëåíòíà ñèñòåìó 2x+3 ≤ 10∧2x+3 > 0, êîjè jå åêâèâàëåíòàí
ñèñòåìó x ≤ 7

2
∧x > −3

2
. Èç äîáèjåíèõ íåjåäíà÷èíà äîáèjàìî äà jå ðåøå»å

x ∈ (−3
2
, 7
2
].

á) Ïîøòî jå îñíîâà ëîãàðèòìà ìà»à îä 1 ïîëàçíà íåjåäíà÷èíà jå åêâèâà-
ëåíòíà 0 < 3x−1

x+2
< 1

3
òj. 0 < 3x−1

x+2
∧ 3x−1

x+2
< 1

3
. Ðåøàâà»åì ïðâå íåjåäíà÷èíå

äîáèjàìî äà x ∈ (−∞,−2)∪(1
3
,+∞) = A à äðóãà jå åêâèâàëåíòíà 8x−5

x+2
< 0

òj. x ∈
(
−2, 5

8

)
= B . Ðåøå»å ïîëàçíå íåjåäíà÷èíå jå ïðåñåê ñêóïîâà A è

B, òj. x ∈
(
1
3
, 5
8

)
.

â) Ïîëàçíà íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà ñèñòåìó
(x+ 2 < 2x− 1 ∧ x+ 2 > 0 ∧ 2x− 1 > 0) êîjè jå åêâèâàëåíòàí ñèñòåìó(
3 < x ∧ x > −2 ∧ x > 1

2

)
. Ïðåñåêîì äîáèjåíèõ ñêóïîâà äîáèjàìî äà jå

ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå x ∈ (3,∞) .

Çàäàöè çà âåæáó

1. Ðåøèòè jåäíà÷èíå
à) log2(x− 4) = 3.
Ðåçóëòàò: x = 12,
á) log x

log x−log 3 = 2.
Ðåçóëòàò:x = 9,

â) 1 +
√

log2 x− 1 = log x.
Ðåçóëòàò: x = 10,
ã) 2x2 = (2x+ 5) logx 4 · log8 x.
Ðåçóëòàò: x = 5

3
.

2. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíå:
à) logx(x+ 2) > 2.
Ðåçóëòàò: x ∈ ∅,
á) log8(x

2 − 4x+ 3) < 1.
Ðåçóëòàò: x ∈ (−1, 1) ∪ (3, 5),
â) log

√
2− x− log

√
4− x2 + 3 log

√
2 + x < 2.

Ðåçóëòàò: x ∈ (−2, 2),
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ã) log 1
2

log8
x2−2x
x−3 < 0.

Ðåçóëòàò: x ∈ (3, 4) ∪ (6,∞).
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10 Òðèãîíîìåòðèjà

10.1 Îñíîâíè ïîjìîâè ó òðèãîíîìåòðèjè è îñíîâíè

òðèãîíîìåòðèjñêè èäåíòèòåòè

Òðèãîíîìåòðèjñêå ôóíêöèjå îøòðîã óãëà

Àêî jå α îøòàð óãàî ïðàâîóãëîã òðîóãëà 4ABC (ñë. 20) òàäà jå

sinα = a
c

= äóæèíà íàñïðàìíå êàòåòå

äóæèíà õèïîòåíóçå

cosα = b
c

= äóæèíà íàëåãëå êàòåòå

äóæèíà õèïîòåíóçå

tgα =a
b

= äóæèíà íàñïðàìíå êàòåòå

äóæèíà íàëåãëå êàòåòå

ctgα = b
a

= äóæèíà íàëåãëå êàòåòå

äóæèíà íàñïðàìíå êàòåòå

b

a

c

α

Ñë. 20: Ïðàâîóãëè òðîóãàî 4ABC.

Íåêà jå ∠pOq öåíòðàëíè óãàî êðóãà k1(O, r1), è íåêà jå k2(O, r2) áèëî êîjè
»åìó êîíöåíòðè÷íè êðóã (ñë. 21). Îäíîñ êðóæíîã ëóêà ó îáëàñòè óãëà
è îäãîâàðàjó£åã ïîëóïðå÷íèêà êðóãà jå ñòàëàí, òj. l1

r1
= l2

r2
. Ñïåöèjàëíî,

àêî jå l
r

= 1, òj. àêî jå äóæèíà ëóêà l jåäíàêà äóæèíè îäãîâàðàjó£åã
ïîëóïðå÷íèêà r, òàäà êàæåìî äà îäãîâàðàjó£è óãàî èìà ìåðó jåäàí ðàäèjàí
(ó îçíàöè 1 rad èëè ñàìî 1).

Ó ñëåäå£îj òàáåëè äàòå ñó ðàäèjàíñêå è îäãîâàðàjó£å ñòåïåíå ìåðå íåêèõ
óãëîâà
ðàäèjàíñêà ìåðà 0 π

6
π
4

π
3

π
2

π 3π
2

2π
ñòåïåíà ìåðà 0 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
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p

q

O r1

r2

Ñë. 21: Êîíöåíòðè÷íè êðóãîâè k1(O, r1) è k2(O, r2).

Âðåäíîñòè òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà íåêèõ óãëîâà

Êðóã ïîëóïðå÷íèêà 1 ñà öåíòðîì ó êîîðäèíàòíîì ïî÷åòêó íàçèâà ñå
òðèãîíîìåòðèjñêè êðóã (ñë. 22).

x

y

0

A(1,0)

B(0,1)

M
yM

xM

C(1, tg x)

D(ctg x, 1)

q

x

Ñë. 22: Òðèãîíîìåòðèjñêè êðóã

Ïî äåôèíèöèjè jå sinx = xM , cosx = yM , tg x = xM
yM
, yM 6= 0 è ctg x =

yM
xM
, xM 6= 0.

Ïîëîæàj äðóãîã êðàêà Oq íå£å ñå ïðîìåíèòè ïîñëå ðîòàöèjå çà ïóíè
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óãàî (2π), à îäíîñ xM
yM

è yM
xM

ñå íå£å ïðîìåíèòè çà ðîòàöèjó îä ïîëîâèíå

ïóíîã óãëà (π), ïà íà îñíîâó ïðåòõîäíå äåôèíèöèjå ñëåäè äà ñó ôóíêöèjå
y = sinx, x ∈ R è y = cosx, x ∈ R ïåðèîäè÷íå ñà îñíîâíèì ïåðèîäîì 2π, à
ôóíêöèjå y = tg x, x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z è y = ctg x,

x 6= kπ, k ∈ Z ïåðèîäè÷íå ñà îñíîâíèì ïåðèîäîì π. Ó ñëåäå£îj òàáëè
ñó äàòå âðåäíîñòè åëåìåíòàðíèõ òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà çà íåêå
îñíîâíå óãëîâå. Àêî íåêà îä ôóíêöèjà íèjå äåôèíèñàíà çà äàòó ìåðó
óãëà, îíäà ñòîjè çíàê ½-�.

f(x) \ x 0 π
6

π
4

π
3

π
2

π 3π
2

2π

sinx 0 1
2

√
2
2

√
3
2

1 0 −1 0

cosx 1
√
3
2

√
2
2

1
2

0 −1 0 1

tg x 0
√
3
3

1
√

3 − 0 − 0

ctg x −
√

3 1
√
3
3

0 − 0 −

Ïðåäçíàêå òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà ïðîèçâî§íîã óãëà âèäèìî íà
ñëèöè 23

x

y

0 x

y

0 x

y

0

sin x cos x tg x, ctg x

++

- -

+

+-

- +

+

-

-

Ñë. 23: Çíàê íåêèõ òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà

Ñâî¢å»å òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà ïðîèçâî§íîã óãëà íà
òðèãîíîìåòðèjñêå ôóíêöèjå îøòðîã óãëà

Ñ îáçèðîì äà ñó òðèãîíîìåòðèjñêå ôóíêöèjå ïåðèîäè÷íå, òî ñå âðåäíîñòè
îâèõ ôóíêöèjà çà ïðîèçâî§àí óãàî ìîãó èçðàçèòè ïîìî£ó âðåäíîñòè
òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà çà îøòàð óãàî:
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sin(2kπ + α) = sinα, k ∈ Z, sin(π + α) = − sinα,
cos(2kπ + α) = cosα, k ∈ Z, cos(π + α) = − cosα,
sin(π

2
− α) = cosα, sin(3π

2
− α) = − cosα,

cos(π
2
− α) = sinα, cos(3π

2
− α) = − sinα,

sin(π − α) = sinα, sin(2π − α) = − sinα,
cos(π − α) = − cosα, cos(2π − α) = cosα,
sin(π

2
+ α) = cosα, sin(3π

2
− α) = − cosα,

cos(π
2

+ α) = − sinα, cos(3π
2
− α) = sinα.

Êîðèñòå£è íàâåäåíå ôîðìóëå, äîáèjàìî äà çà óãàî 0−α âàæè sin(0−α) =
− sinα, òj. cos(0 − α) = cosα. Çà îñòàëå òðèãîíîìåòðèjñêå ôóíêöèjå
ñâî¢å»å ñå âðøè íà îñíîâó ïðåòõîäíî íàâåäåíèõ ôîðìóëà è òðèãîíîìå-
òðèjñêèõ èäåíòèòåòà.

Îñíîâíè òðèãîíîìåòðèjñêè èäåíòèòåòè

sin2 α + cos2 α = 1,

tgα = sinα
cosα

, α 6= π
2

+ kπ, k ∈ Z,

ctgα = cosα
sinα

, α 6= kπ, k ∈ Z,

tgα · ctgα = 1, k 6= kπ
2
, k ∈ Z,

sin2 α = sin2 α
1

= sin2 α
sin2 α+cos2 α

= tg2 α
tg2 α+1

, α 6= π
2

+ kπ, k ∈ Z,

cos2 α = cos2 α
1

= cos2 α
sin2 α+cos2 α

= 1
tg2 α+1

, α 6= π
2

+ kπ, k ∈ Z.

Àäèöèîíå ôîðìóëå:

sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β,

sin(α− β) = sinα cos β − cosα sin β,

cos(α + β) = cosα cos β − sinα sin β,

cos(α− β) = cosα cos β + sinα sin β,

tg(α + β) = tgα+tg β
1−tgα·tg β , α, β, α + β 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z,

tg(α− β) = tgα−tg β
1+tgα·tg β , α, β, α− β 6=

π
2

+ kπ, k ∈ Z,
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ctg(α + β) = ctgα·ctg β−1
ctgα+ctg β

,α, β, α + β 6= kπ, k ∈ Z,

ctg(α− β) = ctgα·ctg β+1
ctgα−ctg β ,α, β, α + β 6= kπ, k ∈ Z,

Òðèãîíîìåòðèjñêå ôóíêöèjå äâîñòðóêîã óãëà

sin 2α = 2 sinα cosα,

cos 2α = cos2 α− sin2 α,

tg 2α = 2 tgα
1−tg2 α , α, 2α 6=

π
2

+ kπ, k ∈ Z,

ctg 2α = ctg2−1
2 ctgα

, α, 2α 6= kπ, k ∈ Z.

Òðèãîíîìåòðèjñêå ôóíêöèjå ïîëîâèíå óãëà (çíàê + èëè − ñå áèðà íà
îñíîâó çíàêà ôóíêöèjå ó îäãîâàðàjó£åì êâàäðàíòó)

2 cos2 α
2

= 1 + cosα, cos α
2

= ±
√

1+cosα
2

,

2 sin2 α
2

= 1− cosα, sin α
2

= ±
√

1−cosα
2

,

tg α
2

= ±
√

1−cosα
1+cosα

, α 6= π + 2kπ, k ∈ Z,

ctg α
2

= ±
√

1+cosα
1−cosα , α 6= 2kπ, k ∈ Z.

Òðàíñôîðìàöèjà çáèðà è ðàçëèêå òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà ó ïðîèçâîä
è îáðíóòî

sinα + sin β = 2 sin α+β
2

cos α−β
2
,

sinα− sin β = 2 cos α+β
2

sin α−β
2
,

cosα + cos β = 2 cos α+β
2

cos α−β
2
,

cosα− cos β = 2 sin α+β
2

sin α−β
2
,

tgα± tg β = sin(α±β)
cosα cosβ

, α, β 6= π
2

+ kπ, k ∈ Z,

ctgα± ctg β = sin(β±α)
sinα sinβ

, α, β 6= kπ, k ∈ Z,

sinα cos β = 1
2

[sin(α + β) + sin(α− β)],

cosα cos β = 1
2

[cos(α + β) + cos(α− β)],

sinα sin β = −1
2

[cos(α + β)− cos(α− β)].
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Ãðàôèöè îñíîâíèõ òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà è îäãîâàðàjó£èõ
èíâåðçíèõ òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà (ñë. 24-31).

x

y

0

1

-1

2

-

2

3

 22

y = sin x

Ñë. 24: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = sinx

x

y

0 1

-1

2

2

y = arcsin x

Ñë. 25: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = arcsinx

Âðåäíîñòè èíâåðçíèõ òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà çà íåêå âðåäíîñòè
àðãóìåíàòà

f(x) \ x −1 −
√
3
2
−
√
2
2
−1

2
0 1

2

√
2
2

√
3
2

1
arcsinx −π

2
−π

3
−π

4
−π

6
0 π

6
π
4

π
3

π
2

arccosx π 5π
6

3π
4

2π
3

π
2

π
3

π
4

π
6

0
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x

y

0

1

-1

2

-

2

3

 22

y = cos x

Ñë. 26: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = cosx

x

y

0 1-1

2

y = arccos x

Ñë. 27: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = arccosx

x

y

0
22

3

 2
-

y = tg x

Ñë. 28: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = tg x
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x

y

0

y = arctg x
2

2

Ñë. 29: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = arctg x

x

y

0
22

3

 2
-

y = ctg x

Ñë. 30: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = ctg x

x

y

0

y = arcctg x

2

Ñë. 31: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = arcctg x
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f(x) \ x −
√

3 −1 −
√
3
3

0
√
3
3

1
√

3
arctg x −π

3
−π

4
−π

6
0 π

6
π
4

π
3

arcctg x 5π
6

3π
4

2π
3

π
2

π
3

π
4

π
6

10.2 Òðèãîíîìåòðèjñêå jåäíà÷èíå è íåjåäíà÷èíå

Îñíîâíå òðèãîíîìåòðèjñêå jåäíà÷èíå

1. Ðåøå»à jåäíà÷èíå sinx = a ãäå jå |a| ≤ 1 ñó x = arcsin a + 2kπ èëè
x = π − arcsin a+ 2kπ çà k ∈ Z.

2. Ðåøå»à jåäíà÷èíå cosx = a ãäå jå |a| ≤ 1 ñó x = arccos a+ 2kπ èëè
x = − arccos a+ 2kπ çà k ∈ Z.

3. Ðåøå»à jåäíà÷èíå tg x = a ãäå jå a ïðîèçâî§íè ðåàëíè áðîj ñó
x = arctg a+ kπ çà k ∈ Z.

4. Ðåøå»à jåäíà÷èíå ctg x = a ãäå jå a ïðîèçâî§íè ðåàëíè áðîj ñó
x = arcctg a+ kπ çà k ∈ Z.

5. Ðåøàâà»å jåäíà÷èíà a) sin ax ± sin bx = 0, á) cos ax ± cos bx=0, â)
tg ax ± tg bx = 0, ã) ctg ax ± ctg bx = 0, ñâîäèìî òðàíñôîðìàöèjîì
çáèðà òj. ðàçëèêå òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà ó ïðîèçâîä ïà ñå
ðåøàâà»å ñâîäè íà ðåøàâà»å ïðåòõîäíî ïîìåíóòèõ jåäíà÷èíà.

6. Ðåøàâà»å jåäíà÷èíå a sinx + b cosx = 0, a, b 6= 0, àêî jå x 6= π
2

+
kπ, k ∈ Z, äå§å»åì ñà cosx, ñå ñâîäè íà ðåøàâà»å jåäíà÷èíå òèïà
3.

7. Ðåøàâà»å jåäíà÷èíå a sinx + b cosx = c, a, b, c 6= 0, |c| <
√
a2 + b2,

äå§å»åì ñà
√
a2 + b2 è òðàíñôîðìàöèjîì íà ñèíóñ çáèðà, ñå ñâîäè

íà jåäíà÷èíó òèïà 1.

8. sin(ax+ b) = sin(cx+ d).

Ðåøå»å: Èç ïîëàçíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî ax + b = cx + d + 2kπ îäàêëå
ñëåäè äà jå x = d−b

a−c + 2kπ
a−c,k ∈ Z èëè ax + b = π − (cx + d) + 2mπ. Èç

ïðåòõîäíîã ñëåäè x = d+b
a+c

+ (2m+1)π
a+c,

, m ∈ Z.
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9. Ðåøàâà»å jåäíà÷èíå a sin2 x+b sinx+c = 0, a 6= 0, ñå ñìåíîì sinx = t
ñâîäè íà ðåøàâà»å êâàäðàòíå jåäíà÷èíå.

Îñíîâíå òðèãîíîìåòðèjñêå íåjåäíà÷èíå

1. (sinx > a,−1 ≤ a ≤ 1) àêêî arcsin a+ 2kπ < x < π− arcsin a+ 2kπ, .
k ∈ Z.

2. (sinx < a,−1 ≤ a ≤ 1) àêêî π − arcsin a < x < 2π − arcsin a+ 2kπ,
k ∈ Z.

3. (cosx > a,−1 ≤ a ≤ 1) àêêî − arccos a+ 2kπ < x < arccos a+ 2kπ,
k ∈ Z.

4. (cosx > a,−1 ≤ a ≤ 1) àêêî arccos a+2kπ < x < 2π−arccos a+2kπ,
k ∈ Z.

5. (tg x > a, a ∈ R) àêêî arctg a+ kπ < x < π
2

+ kπ, k ∈ Z.

6. (tg x < a, a ∈ R) àêêî π
2

+ kπ < x < arctg a+ kπ, k ∈ Z.

7. (ctg x > a, a ∈ R) àêêî kπ < x < arcctg a+ kπ, k ∈ Z.

8. (ctg x < a, a ∈ R) àêêî arcctg a+ kπ < x < π + kπ, k ∈ Z.

Ðåøåíè çàäàöè

1. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñòè òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà:
à) sin 315°,
á) cos 1640°,
â) sin(−1320°).

Ðåøå»å:
a) sin 315° = sin(360°− 45°) = − sin(45°) = −−

√
2

2
,

á) cos 1640°= cos(4 · 360° + 200°) = cos(180° + 20°) = − cos 20°,
â) sin(−1320°) = − sin 1320° = − sin(3 · 360° + 240°) = − sin 240° =

= − sin(270°− 30°) = −(− cos 30°) =
√
3
2
.

2. Äîêàçàòè èäåíòèòåòå:
à) 1+ctg 2x·ctg x

tg x+ctg x
= 1

2
ctg x,

á) sinα+cosα
sinα−cosα −

1+2 cos2 α
cos2 α(tg2 α−1) = 2

1+tgα
,

59



â) sin4 α+2 sinα cosα−cos4 α
tg 2α−1 = cos 2α,

ã) cosα−sinα−cos 3α+sin 3α
2(sin 2α+2 cos2 α−1) = sinα,

ä) 8 cos3 x−2 sin3 x+cosx
2 cosx−sin3 x = −3

2
àêî jå tg x = 2.

Ðåøå»å:

à) Ïðåäñòàâèìî tg x è ctg x ó îáëèêó ðàçëîìàêà è ñðåäèìî äîáèjåíè èçðàç

1 + ctg 2x · ctg x

tg x+ ctg x
=

1 + cos 2x
sin 2x

· cosx
sinx

sinx
cosx

+ cosx
sinx

=
sinx sin 2x+cos 2x cosx

sin 2x sinx

sin2 x+cos2 x
sinx cosx

=
cos(2x−x)
sin 2x sinx

1
sinx cosx

=

=
cos2 x sinx

sin 2x sinx
=

cos2 x

2 sinx cosx
=

1

2
· cosx

sinx
=

1

2
ctg x,

á) Ïðåäñòàâèìî tg x ó îáëèêó ðàçëîìêà è ñðåäèìî äîáèjåíè èçðàç

sinα + cosα

sinα− cosα
− 1 + 2 cos2 α

cos2 α (tg2 α− 1)
=

sinα + cosα

sinα− cosα
− 1 + 2 cos2 α

cos2 α
(

sin2 α
cos2 α

− 1
) =

=
sinα + cosα

sinα− cosα
− 1 + 2 cos2 α

sin2 α− cos2 α
=

(sinα + cosα)2

sin2 α− cos2 α
− 1 + 2 cos2 α

sin2 α− cos2 α
=

=
sin2 α + 2 sinα cosα + cos2 α− 1− 2 cos2 α

sin2 α− cos2 α
=

2 sinα cosα− 2 cos2 α

sin2 α− cos2 α
=

=
2 cosα(sinα− cosα)

(sinα− cosα)(sinα + cosα)
=

2 cosα

sinα + cosα
=

2
sinα
cosα

+ 1
=

2

tgα + 1
,

â) Êîðèñòå£è ðàçëèêó êâàäðàòà è äà§èì ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî jåäíàêîñòè:

sin4 α + 2 sinα cosα− cos4 α

tg 2α− 1
=

(
sin2 α

)2 − (cos2 α)
2

+ sin 2α

tg 2α− 1
=

=

(
sin2 α + cos2 α

)
·
(
sin2 α− cos2 α

)
+ sin 2α

tg 2α− 1
=

(
sin2 α− cos2 α

)
+ sin 2α

tg 2α− 1
=

=
− cos 2α + sin 2α

tg 2α− 1
=

sin 2α− cos 2α
sin 2α
cos 2α

− 1
=

sin 2α− cos 2α
sin 2α−cos 2α

cos 2α

= cos 2α,

ã) Êîðèñòå£è ôîðìóëó çà ðàëèêó ñèíóñà è ôîðìóëó çà ðàëèêó êîñèíóñà
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äîáèjàìî jåäíàêîñòè:

cosα− sinα− cos 3α + sin 3α

2 (sin 2α + 2 cos2 α− 1)
=

(cosα− cos 3α) + (sin 3α− sinα)

2 (sin 2α + cos 2α)
=

=
2 sin 2α sinα + 2 cos 2α sinα

2 (sin 2α + cos 2α)
=

2 sinα(sin 2α + cos 2α)

2 (sin 2α + cos 2α)
= sinα,

ä) Àêî jå tg x = 2 òàäà jå sinx = 2 cos x. Àêî òî óâðñòèìî ó ïîëàçíó
jåäíàêîñò åëèìèíñà£åìî sinx, òj.

8 cos3 x− 2 · 8 cos3 x+ cosx

2 cosx− 8 cos3 x
=

cosx− 8 cos3 x

2(cosx− 4 cos3 x)
=

cosx(1− 8 cos2 x)

2 cosx(1− 4 cos2 x)
=

=
1− 8 cos2 x

2(1− 4 cos2 x)
=

sin2 x+ cos2 x− 8 cos2 x

2 sin2 x+ 2 cos2 x− 8 cos2 x
=

sin2 x− 7 cos2 x

2 sin2 x− 6 cos2 x
.

Àêî ïîäåëèìî èìåíèëàö è áðîjèëàö äîáèjåíîã ðàçëîìêà ñà cos2 x äîáè£åìî
tg2 x−7
2 tg2 x−6 = 4−7

8−6 = −3
2
.

3. Îäðåäèòè âðåäíîñò îñíîâíèõ òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà óãëà x,
àêî jå tg x = 3

4
, π < x ≤ 3π

2
.

Ðåøå»å: Êàêî jå sinx = ± tg x√
1+tg2 x

, òî èìàìî sinx = ±
3
4√
1+ 9

16

= ±3
5
.

Ïîøòî jå π < x ≤ 3π
2
, ñèíóñ jå íåãàòèâàí, ïà jå sinx = −3

5
. Àíàëîãíî

òîìå cosx = −4
5
, ctg x = 4

3
.

4. Ðåøèòè òðèãîíîìåòðèjñêå jåäíà÷èíå:
à) cosx+ sinx =

√
2,

á) sinx+ cosx = sinx cosx+ 1,
â) sin2 x+ sin2 2x+ sin2 3x = 3

2
,

ã) 1
cosx

= cosx+ sinx,
ä) cos 2x+ sin2 x = cosx,

¢) íà£è ðåøå»à jåäíà÷èíå cosx cos π
5
+sinx sin π

5
=
√
3
2
êîjà ïðèïàäàjó[

−π
4
, 9π

4

]
,

å) sin x
2

+ cosx = 1.

Ðåøå»å:
à) Èçðàç ñà ëåâå ñòðàíå ïðåäñòàâ§à ñèíóñ çáèðà, òj. sin(x + π

4
) = 1.

Óâî¢å»åì ñìåíå x + π
4

= t äîáèjàìî jåäíà÷èíó sin t = 1 êîjà ïðåäñòàâ§à
ïðâè òèï òðèãîíîìåòðèjñêèõ jåäíà÷èíà ÷èjå ñó ðåøå»à
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t = arcsin 1 + 2kπ ∨ t = π − arcsin 1 + 2kπ, k ∈ Z.

Êàêî jå arcsin 1 = π
2
, îäàòëå äîáèjàìî ðåøå»å t = π

2
+2kπ∨t = π− π

2
+2kπ.

Ïîøòî jå π − π
2

= π
2
äîáèjàìî ñàìî jåäíî ðåøå»å t = π

2
+ 2kπ, k ∈ Z.

Âðà£à»åì ñìåíå äîáèjàìî x+ π
4

= π
2

+2kπ, k ∈ Z, òj. x = π
4

+2kπ, k ∈ Z;

á) Ïîëàçíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíè sinx−sinx cosx+cos x−
1 = 0 òj. sinx(1 − cosx) − (1 − cosx) = 0. Ôàêòîðèñà»åì ïîñëåä»å
jåäíà÷èíå äîáèjàìî (sinx − 1)(1 − cosx) = 0 îäàêëå äîáèjàìî äà jå
sinx − 1 = 0 èëè 1 − cosx = 0 òj. sinx = 1 ∨ cosx = 1 øòî äàjå ðåøå»à
x = π

2
+ 2kπ ∨ x = 2kπ, k ∈ Z;

â) Êîðèñòå£è ôîðìóëå çà ñâî¢å»å êâàäðàòà íà êîñèíóñ äâîñòðóêîã óãëà
äîáèjàìî åêâèâàëåíòíó jåäíà÷èíó 1−cos 2x

2
+ 1−cos 4x

2
+ 1−cos 6x

2
= 3

2
òj.

3
2
− 1

2
(cos 2x + cos 4x + cos 6x) = 3

2
. Èç ïîñëåä»å jåäíà÷èíå äîáèjàìî äà

jå cos 2x + cos 4x + cos 6x = 0. Íàêîí ïðèìåíå ôîðìóëå çà ôàêòîðèñà»å
çáèðà êîñèíóñà äîáèjàìî äà âàæè äà jå 2 cos 6x+2x

2
cos 6x−2x

2
+ cos 4x = 0

òj. 2 cos 4x cos 2x + cos 4x = 0. Ïîñëåä»à jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà
cos 4x(2 cos 2x + 1) = 0. Îäàâäå jå cos 4x = 0 èëè cos 2x = −1

2
, òj.

4x = π
2

+ 2kπ èëè 2x = ±2π
3

+ 2kπ àêî jå k ∈ Z. Ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî äà
jå x = π

8
+ kπ

2
èëè x = π

3
+ lπ èëè x = π

3
+mπ , k, l,m ∈ Z;

ã) Àêî jå cosx 6= 0 òàäà jå jåäíà÷èíà 1
cosx

= cos x + sinx åêâèâàëåíòíà
jåäíà÷èíè 1 − cos2 x − sinx cosx = 0 òj. sin2 x − sinx cosx = 0. Ïðè
÷åìó ñìåìî äà äåëèìî jåäíà÷èíó ñà sinx ñàìî àêî jå sinx 6= 0 . Çàòî
jå ëàêøå ëåâó ñòðàíó jåäíà÷èíå çàïèñàòè êàî sinx(sinx − cosx) = 0
øòî jå åêâèâàëåíòíî (sinx = 0 ∨ sinx = cosx) ïà ñó îäàòëå ðåøå»à
x = kπ ∨ x = π

4
+ lπ, k, l ∈ Z;

ä) Êîðèñòå£è ôîðìóëó çà êîñèíóñ äâîñòðóêîã óãëà äîáèjàìî åêâèâàëåíòíó
jåäíà÷èíó cos2 x−sin2 x+sin2 x = cosx òj. cos2 x−cosx = 0. Ôàêòîðèñà»åì
äîáèjàìî äà jå cosx(cosx − 1) = 0 òj. (cosx = 0 ∨ cosx = 1) à îäàòëå äà
ñó ðåøå»à x = π

2
+ kπ, k ∈ Z ∨ x = 2lπ, l ∈ Z;

¢) Ëåâà ñòðàíà jåäíàêîñòè ïðåäñòàâ§à êîñèíóñ ðàçëèêå ïà jå ïîëàçíà

jåäíà÷èíà åêâèâàëåíòíà cos(x − π
5
) =

√
3
2
. Îäàòëå jå x − π

5
= ±π

6
+ 2kπ,

k ∈ Z òj. x = π
5
± π

6
+ 2kπ, k ∈ Z øòî çíà÷è äà ñó ðåøå»à îáëèêà

(x = π
30

+ 2kπ, k ∈ Z∨x = 11π
30

+ 2lπ, l ∈ Z). Ðåøå»à êîjà ïðèïàäàjó äàòîì
èíòåðâàëó ñó π

30
, 61π

30
è 11π

30
.

å) Ïðåäñòàâ§à»åì êîñèíóñà ïðåêî ñèíóñà ïîëîâèíå óãëà äîáèjàìî åêâè-
âàëåíòíó jåäíà÷èíó sin x

2
+
(
1− 2 sin2 x

2

)
= 1 òj. sin x

2
− 2 sin2 x

2
= 0.

Ôàêòîðèñà»åì ïîñëåä»å jåäíà÷èíå äîáèjàìî sin x
2

(
1− 2 sin x

2

)
= 0 ïà jå

sin x
2

= 0 èëè sin x
2

= 1
2
. Ðåøå»à ïðâå jåäíà÷èíå ñó x

2
= kπ, k ∈ Z øòî jå
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åêâèâàëåíòíîx = 2kπ, k ∈ Z, à äðóãå jåäíà÷èíå
x
2

= π
6

+ 2lπ, l ∈ Z ∨ x
2

= π − π
6

+ 2mπ, m ∈ Z òj.
x = π

3
+ 4lπ, l ∈ Z ∨ x = 5π

3
+ 4mπ, m ∈ Z.

5. Ðåøèòè òðèãîíîìåòðèjñêè íåjåäíà÷èíå:
à) 2 cosx+ 1 ≥ 0,
á)
√

3 tg x < 1,
â) sinx ≥ sin π

7
,

ã) sinx < cosx.

Ðåøå»å:

à) Ïîëàçíà íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà íåjåäíà÷èíè cosx ≥ −1
2
. Äà áè

ñìî ðåøèëè íåjåäíà÷èíó ïðâî ìîðàìî äà ðåøèìî îäãîâàðàjó£ó jåäíà÷èíó
cosx = −1

2
. Ðåøå»à jåäíà÷èíå ñó x = ±2π

3
+ 2kπ, k ∈ Z. Çà îäðå¢èâà»å

ðåøå»à íåjåäíà÷èíå jå íàïîãîäíèjå ïîñìàòðàòè ãðàôèê ôóíêöèjå cosx
íà îñíîâíîì èíòåðâàëó [−π, π], ïà îäàòëå âèäèìî (ñë. 32) äà jå ðåøå»å
íåjåäíà÷èíå −2π

3
+ 2kπ < x < 2π

3
+ 2kπ k ∈ Z.

x

y

0

1

-1

-

2

y = cos x

1

2

2

 3

2

 3

Ñë. 32: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = cosx.

á) Ïîëàçíà íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà íåjåäíà÷èíè tg x < 1√
3
. Äà áè

ðåøèëè íåjåäíà÷èíó ïðâî ìîðàìî äà ðåøèìî îäãîâàðàjó£ó jåäíà÷èíó
tg x = 1√

3
. Ðåøå»à jåäíà÷èíå ñó x = π

6
+ kπ, k ∈ Z. Çà îäðå¢èâà»å

ðåøå»à íåjåäíà÷èíå jå íàïîãîäíèjå ïîñìàòðàòè ãðàôèê ôóíêöèjå tg x íà
îñíîâíîì èíòåðâàëó [−π

2
, π
2
], ïà îäàòëå âèäèìî (ñë. 33) äà jå ðåøå»å

íåjåäíà÷èíå −π
2

+ kπ ≤ x ≤ π
6

+ 2kπ k ∈ Z,
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x

y

0
22

y = tg x

Ñë. 33: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = tg x.

â) Çà îäðå¢èâà»å ðåøå»à íåjåäíà÷èíå jå íàïîãîäíèjå ïîñìàòðàòè ãðàôèê
ôóíêöèjå sinx íà îñíîâíîì èíòåðâàëó [0, 2π], ïà îäàòëå âèäèìî (ñë. 34)
äà jå ðåøå»å íåjåäíà÷èíå π

7
+ 2kπ ≤ x ≤ 6π

7
+ 2kπ k ∈ Z.

x

y

0

-1

2

- 22

y = sin x

7

7

Ñë. 34: Ãðàôèê ôóíêöèjå y = sinx.

ã) Ïðâî òðåáà ïðîíà£è ïðåñå÷íå òà÷êå êðèâèõ y = sinx è y = cosx
íà èíòåðâàëó [−π, π]. Ïðåñå÷íå òà÷êå äîáèjàìî ðåøàâà»åì jåäíà÷èíå
sinx = cosx. Ðåøå»à jåäíà÷èíå íà äàòîì èíòåðâàëó ñó x = −3π

4
è

x = π
4
. Ïîñìàòðàjó£è ãðàôèê (ñë. 35) äîáèjàìî äà jå ðåøå»å íåjåäíà÷èíå

−3π
4

+ 2kπ < x < π
4

+ 2kπ, k ∈ Z.

Çàäàöè çà âåæáó:

1. Èçðà÷óíàòè:
à) sin 315°.

Ðåçóëàòàò: −
√
2
2
.
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x

y

0

-1

2

-

23

 2

y = sin x

y = cos x

4

3

 4 2

Ñë. 35: Ãðàôèöè ôóíêöèjà y = sinx è y = cosx.

á) cos 315°.

Ðåçóëàòàò: −
√
2
2
.

â) sin 75° + sin 15°.

Ðåçóëàòàò:
√
6
2
.

2. Äîêàçàòè
à) 2·ctgα

1+ctg2 α
= sin 2α,

á) sin 2α
1+cosα

· cosα
1+cos 2α

= tg x
2
,

â) 1−cosx
sinx

= sinx
1+cosx

= tg x
2
.

3. Èçðà÷óíàòè:
à) sin(α + β) − sin(α − β), àêî jå sinα = 3

5
; sin β = − 7

25
; 0 < α < π

2
;

π < β < 3
2
π.

Ðåçóëàòàò: − 56
125

.
á) sin α

2
, cos α

2
è tg α

2
àêî jå cosα = 119

169
.

Ðåçóëàòàò: sin α
2

= ± 5
13
, cos α

2
= ±12

13
, tg α

2
= 5

12
.

4. Ðåøèòè jåäíà÷èíå:
à) sin 3x = −

√
2
2
.

Ðåçóëàòàò: x = −π
4

+ 2kπ ∨ x = 5π
4

+ 2kπ, k ∈ Z.
á) sin 5x = sin 3x+ sinx.
Ðåçóëàòàò: x = kπ ∨ x = ± π

12
+ kπ

2
.

â) tg 4x = ctg 6x.
Ðåçóëàòàò: x = π

20
+ kπ

20
, k ∈ Z.

ã)
√

3 sinx+ cosx =
√

2.
Ðåçóëàòàò: x = π

12
+ 2kπ ∨ x = 7π

12
+ 2lπ, k, l ∈ Z.

5. Ðåøèòè íåjåäíà÷èíå:
à) sinx ≤ cos 3x.
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Ðåçóëàòàò: −π
4

+ 2kπ ≤ x ≤ π
8

+ 2kπ, k ∈ Z èëè 5π
8

+ 2kπ ≤ x ≤
3π
4

+ 2kπ, k ∈ Z èëè 9π
8

+ 2kπ ≤ x ≤ 13π
8

+ 2kπ, k ∈ Z.
á) ctg x ≥ ctg π

11
.

Ðåçóëàòàò: kπ < x ≤ π
11

+ kπ, k ∈ Z.
â) 2 sin2 x− sinx− 1 ≤ 0.
Ðåçóëàòàò: −π

6
+ 2kπ ≤ x ≤ 7π

6
+ 2kπ, k ∈ Z.

66



11 Ïëàíèìåòðèjà

11.1 Òðîóãàî

Òðîóãàî è îñíîâíè åëåìåíòè òðîóãëà ñó ïðèêàçàíè íà ñëèöè 36.

A B

C

ab

c

hc

Ñë. 36: Òðîóãàî

Óîáè÷àjåíå îçíàêå åëåìåíàòà òðîóãëà:

a, b, c - äóæèíà ñòðàíèöà,

α, β, γ - óíóòðàø»è óãëîâè,

α1, β1, γ1 - ñïî§àø»è óãëîâè,

ha, hb, hc - âèñèíå,

s - ïîëóîáèì,

r - ïîëóïðå÷íèê óïèñàíîã êðóãà,

R - ïîëóïðå÷íèê îïèñàíîã êðóãà.

Îáèì è ïîâðøèíà òðîóãëà ðà÷óíàjó ñå ôîðìóëàìà:

O = a+ b+ c = 2s,

P = a·ha
2

= b·hb
2

= c·hc
2
,

P =
√
s(s− a)(s− b)(s− c),

P = a·b·c
4R

= r · s,
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P = 1
2
· a · b · sin γ = 1

2
· a · c · sin β = 1

2
· b · c · sinα.

Çà jåäíàêîñòðàíè÷íè òðîóãàî (a = b = c) âàæè:

O = 3a,

P = a2
√
3

4
,

h = a
√
3

2
,

r = a
√
3

6
,

R = 2r = a
√
3

3
.

Àêî jå òðîóãàî ïðàâîóãëè (c õèïîòåíóçà, a è b ñó êàòåòå, âèäè ñëèêó 37)
òàäà jå

c2 = a2 + b2 (Ïèòàãîðèíà òåîðåìà),

P = ab
2
,

R = c
2
,

a2 = c · p,

h2c = p · q,

b2 = c · q.

A B

C

ab

c

hc

p q

Ñë. 37: Ïðàâîóãëè òðîóãàî 4ABC.

Àêî ñó a, b è c íàñïðàìíå ñòðàíèöå óãëîãà α, β è γ ïðîèèçâî§íîã òðîóãëà
ABC, à R ïîëóïðå÷íèê îïèñàíîã êðóãà îêî òîã òðîóãëà, îíäà âàæè:
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a
sinα

= b
sinβ

= c
sin γ

= 2R (ñèíóñíà òåîðåìà),

a2 = b2 + c2 − 2bc cosα,

b2 = a2 + c2 − 2ac cos β,

c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.

ãäå ïîñëåä»å òðè jåäíàêîñòè ïðåäñòàâ§àjó êîñèíóñíó òåîðåìó.

×åòèðè çíà÷àjíå òà÷êå òðîóãëà

Ó òðîóãëó ó jåäíîj òà÷êè ñå ñåêó

ñèìåòðàëå ñòðàíèöà è òó òà÷êó íàçèâàìî öåíòðîì îïèñàíå êðóæíèöå,

ñèìåòðàëå óãëîâà è òó òà÷êó íàçèâàìî öåíòðîì óïèñàíå êðóæíèöå,

âèñèíå è òó òà÷êó íàçèâàìî îðòîöåíòðîì,

òåæèøíå äóæè è òó òà÷êó íàçèâàìî òåæèøòåì. Òåæèøíå äóæè
ñïàjàjó òåìåíà òðîóãëà ñà ñðåäèøòèìà íàñïðàìíèõ ñòðàíèöà. Òåæèøòå
äåëè òåæèøíå äóæè íà äâà äåëà è äåî äî ñòðàíèöå jå jåäíàê òðå£èíè
òåæèøíå äóæè.

Ñàìî ó ñëó÷àjó jåäíàêîñòðà÷íîã òðîóãëà îâå ÷åòðè òà÷êå ñå ïîêëàïàjó.

11.2 ×åòâîðîóãàî

Ïàðàëåëîãðàì

A B

CD

d
2

d 1

.

ha

.

h
b

Ñë. 38: Ïàðàëåëîãðàì.
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Ïàðàëåëîãðàì jå ÷åòâîðîóãàî (ñë. 38) ÷èjå ñó íàñïðàìíå ñòðàíèöå ïàðàëåëíå.
Íàñïðàìíè óãëîâè ñó èì jåäíêè è äèjàãîíàëå ñå ìå¢óñîáíî ïîëîâå. Ïîâðøèíà
jå jåäíàêà P = a ·ha = b ·hb ãäå jå ha âèñèíà íàä ñòðàíèöîì a è hb âèñèíà
íàä ñòðàíèöîì b

Ïðàâîóãàîíèê

Ïðàâîóãàîíèê jå ïàðàëåëîãðàì ÷èjè ñó óíóòðàø»è óãëîâè jåäíàêè ïðàâîì
óãëó (ñë. 39). Ïîâðøèíà jå jåäíàêà P = a · b. Îáèì jå O = 2a+ 2b.

A B

CD

. .

..

d

d

a

b

Ñë. 39: Ïðàâîóãàîíèê.

Êâàäðàò

Êâàäðàò jå ïðàâîóãàîíèê ñà jåäíàêèì ñòðàíèöàìà (ñë. 40). Çà êâàäðàò
âàæè äà jå ïîâðøèíà P = a2, òj. P = d2

2
. Îáèì jå O = 4a.

Ðîìá

Ðîìá jå ïàðàëåëîãðàì ÷èjå ñó ñâå ñòðàíèöå jåäíàêå (ñë. 41). Äèjàãîíàëå
ñå ìå¢óñîáíî ïîëîâå ïîä ïðàâèì óãëîì. P = ah. P = d1d2

2
.

Òðàïåç

Òðàïåç jå ÷åòâîðîóãàî ñà jåäíèì ïàðîì ïàðàëåëíèõ ñòðàíèöà (ñë. 42)
m ñðåä»à ëèíèjà - äóæ êîjà ñïàjà ñðåäèøòà êðàêîâà ïðè ÷åìó âàæè:
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A B

CD

. .

..

d

d

a

a

Ñë. 40: Êâàäðàò.

A B

CD

d
2

d 1

.

ha

.

Ñë. 41: Ðîìá.

A B

CD

a

b

c d
h

.

m

Ñë. 42: Òðàïåç.

m = a+b
2
,

P = a+b
2
· h = m · h.

Äåëòîèä

Äåëòîèä jå ÷åòâîðîóãàî ÷èja ñó äâa ïàðà ñóñåäíèõ ñòðàíèöà jåäíàêè,
äèjàãîíàëå d1 è d2 ñó ìå¢óñîáíî íîðìàëíå (ñë. 43). Ïîâðøèíà äåëòîèäà
jå jåäíàêà P = d1d2

2
.

Òàíãåíòíè ÷åòâîðîóãàî

Òàíãåíòíè ÷åòâîðîóãàî jå ÷åòâîðîóãàî ó êîjè ñå ìîæå óïèñàòè êðóã (ñë.
44). ×åòâîðîóãàî jå òàíãåíòíè àêî è ñàìî àêî ñó çáèðîâè íàñïðàìíèõ
ñòðàíèöà jåäíàêè òj. a+ c = b+ d.
Êâàäðàò è ðîìá ñó òàêî¢å òàíãåíòíè ÷åòâîðîóãëîâè.
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a a

b
b

d1

d2.

Ñë. 43: Äåëòîèä.

Òåòèâíè ÷åòâîðîóãàî

Òåòèâíè ÷åòâîðîóãàî jå ÷åòâîðîóãàî îêî êîãà ñå ìîæå îïèñàòè êðóã (ñë.
45). ×åòâîðîóãàî jå òåòèâàí àêî è ñàìî àêî ñó çáèðîâè íàñïðàìíõ óãëîâà
jåäíàêè òj. α + γ = 180° è β + δ = 180°.

11.3 Ìíîãîóãàî

Çà ìíîãîóãàî âàæè äà jå:

áðîj äèjàãîíàëà n-òîóãëà Dn = n(n−3)
2

;

çáèð óíóòðàø»èõ óãëîâà ó n-òîóãëó Sn = (n− 2) · 180°;

çáèð ñïî§àø»èõ óãëîâà ó êîíâåêñíîì n-òîóãëó jå 360°;

ïðàâèëíè ìíîãîóãàî jå ïðàâèëàí àêî ñó ìó ñâå ñòðàíèöå è ñâè óíóòðàø»è
óãëîâè jåäíàêè;

ñâàêè ïðàâèëíè ìíîãîóãàî jå òàíãåíòàí è òåòèâàí. Öåíòàð îïèñàíîã
è óïèñàíîã êðóãà ñå ïîêëàïàjó;

îáèì è ïîâðøèíà ñå èçðà÷óíàâàjó ïî ôîðìóëàìà:
O = n · a ,
P = n · a·r

2
;

ãäå jå a äóæèíà ñòðàíèöå ïðàâèëíîã n-òîóãëà, à r ïîëóïðå÷íèê óïèñàíîã
êðóãà.
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A

B

C

D

a

bc

d

r

.

Ñë. 44: Òàíãåíòíè ÷åòâîðîóãàî.

R

A B

C

D

O

Ñë. 45: Òåòèâíè ÷åòâîðîóãàî.

11.4 Êðóã è äåëîâè êðóãà

Âàæíå ôîðìóëå çà èçðà÷óíàâà»å êàðàêòåðèñòèêà êðóãà è »åãîâèõ
äåëîâà:

Îáèì êðóãà O = 2rπ.

Äóæèíà êðóæíîã ëóêà l = r·π·α°

180◦
, l = r · ϕ (ϕ jå ìåðà öåíòðàëíîã

óãëà äàòà ó ðàäèjàíèìà)

Ïîâðøèíà êðóãà P = r2π.

Ïîâðøèíà êðóæíîã èñå÷êà P = r2·π·ϕ
360°

= 1
2
· l · r = 1

2
· r2 · ϕ .

Ïîâðøèíà êðóæíîã îäñå÷êà P = 1
2
r2
(
πϕ
180°
− sinϕ

)
= 1

2
r2 (ϕ− sinϕ).

Ïîâðøèíà êðóæíîã ïðñòåíà (ñë. 46) îäðå¢åíîã êðóãîâèìà ïîëóïðå÷íèêà
r1 è r2 (r1 > r2) jåäíàêà jå P = (r21 − r22)π.

Ðåøåíè çàäàöè

1. Îáèì ïðàâîóãëîã òðîóãëà jå 132, à ñóìà êâàäðàòà »åãîâèõ ñòðàíèöà
jå 6050. Îäðåäèòè ñòðàíèöå òðîóãëà.
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O

r1

r1

Ñë. 46: Ïðñòåí.

A

B

C

D

E

F

O

b

c

a

Ñë. 47:

Ðåøå»å: Çíàìî äà jå O = a + b + c = 132, è a2 + b2 + c2 = 6050.
Êàêî jå òðîóãàî ïðàâîóãëè, ïðåìà Ïèòàãîðèíîj òåîðåìè c2 = a2 + b2 ïà
óâðøòàâà»åì ó äðóãó jåäíà÷èíó äîáèjàìî 2c2 = 6050 ⇒ c = 55. Íà
îñíîâó òîãà äîáèjàìî ñèñòåì{

a+ b+ 55 = 132
a2 + b2 + 3025 = 6050

Ðåøàâà»åì îâîã ñèñòåìà äîáèjàìî äà ñó ñòðàíèöå a = 44, b = 33 è c = 55.

2. Ó ïðàâîóãëîì òðîóãëó òà÷êà äîäèðà óïèñàíå êðóæíèöå äåëè õèïî-
òåíóçó íà îäñå÷êå äóæèíå 5 è 12cm. Îäðåäèòè êàòåòå òîã òðîóãëà.

Ðåøå»å: Ñà ñëèêå 47 âèäèìî äà âàæè äà jå jå d(B,D) = D(B,E) = 5 è
d(A,D) = d(A,F ) = 12. Àêî jå d(O, d) = d(O,E) = d(O,F ) = r, òàäà jå

b = r + 12,
a = r + 5,
c = 17.

Ïðåìà Ïèòàãîðèíîj òåîðåìè (r + 5)2 + (r + 12)2 = 172 è îäàâäå äîáèjàìî
r = 3 ïà jå a = 8 è b = 15.

3. Äàòå ñó ñòðàíèöå òðîóãëà a = 13, b = 14 è c = 16. a è b ñó òàíãåíòå
êðóãà ÷èjè jå öåíòàð íà ñòðàíèöè c. Îäðåäèòè ïîëóïðå÷íèê êðóãà.

Ðåøå»å: Ñ îáçèðîì äà ñó ñâå òðè ñòðàíèöå ïîçíàòå ïîâðøèíó ìîæåìî
èçðà÷óíàòè ïîìî£ó Õåðîíîâîã îáðàñöà P =

√
s(s− a)(s− b)(s− c),

s = a+b+c
2

. Îäàòëå ñëåäè äà jå P =
√

21(21− 13)(21− 14)(21− 16) = 84.
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A B

C

.

.

.
O

ab

c

Ñë. 48:

A B

CD

E
a

b

d1

d2

Ñë. 49:

O jå öåíòàð óïèñàíîã ïîëóêðóãà (ñë. 48). PABC = PAOC + PBOC îäíîñíî
PABC = br

2
+ ar

2
, îäàêëå jå r

2
(13 + 14) = 84 ïà jå r = 56

9
.

4. Ó ïàðàëåëîãðàìó çàäàò jå îøòðè óãàî 60°. Îäðåäèòè îäíîñ èçìå¢ó
äóæèíà ñòðàíèöà àêî ñå êâàäðàòè äóæèíå äèjàãîíàëà òîã ïàðàëå-
ëîãðàìà îäíîñå êàî 19:7.

Ðåøå»å: Èç ñëèêå 49 âèäèìî äà âàæè äà jå d(A,B) = a, d(A,C) = b,
d(B,D) = d2, d(B,C) = d1,∠BAD = 60°. Èç êîñèíóñíå òåîðåìå äîáèjàìî
äà jå d21 + d22 = 2 (a2 + b2). Èç d21 : d :22= 19 : 7 èìàìî d21 = 19

7
d22, òàêî äà jå

19
7
d22 + d22 = 26

7
d22 = 2(a2 + b2), îäíîñíî a2 + b2 = 13

17
d22.

Íà îñíîâó ñëèêå 49 ïðîèçëàçè äà jå
d(A,E) = b cos 60° = 1

2
b ,

d(E,B) = b sin 60° =
√
3
2
b,

d(E,B) =

√
d22 −

(√
3
2
b
)2

=
√
d22 − 3

4
b2,

d(A,B) = a = d(A,E)+d(E,B) = 1
2
b+
√
d22 − 3

4
b2 = 1

2
b+
√

7
13

(a2 + b2)− 3
4
b2

Îäàâäå jå a − 1
2
b =

√
7
13

(a2 + b2)− 3
4
b2. Íàêîí êâàäðèðà»à è ñðå¢èâà»à

äîáèjàìî 6a2 − 13ab + 6b2 = 0, îäíîñíî êàäà ïîäåëèìî ñà b2 äîáèjàìî
6a

2

b2
− 13a

b
+ 6 = 0. Íàêîí óâî¢å»à ñìåíå a

b
= t, äîáèjàìî jåäíà÷èíó

6t2−13t+6 = 0 ÷èjà ñó ðåøå»à t1 = 3
2
è t2 = 2

3
. Îâà äâà îäíîñà äàjó èñòè

ïàðàëåëîãðàì çàòî ìîæåìî ðå£è äà ñå ñòðàíèöå ïàðàëåëîãðàìà îäíîñå
êàî 3 : 2.
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A B

CD

a

ah

r

Ñë. 50:

A O B

CD

R

E

Ñë. 51:

5. Îäðåäèòè óãàî èçìå¢ó ñòðàíèöà ðîìáà àêî jå »åãîâà ïîâðøèíà 8,
à ïîâðøèíà êðóãà óïèñàíîã ó òàj ðîìá P = π.

Ðåøå»å: Ïðåìà ñëèöè 50 sinα = h
a

= 25
a
. Ïîâðøèíà ðîìáà jå jåäíàêà

P = a · h = a · a sinα = a2 2r
a

= 2ra = 8. Ïîâðøèíà óïèñàíîã êðóãà jå r2π
ïà âàæè ñëåäå£à jåäíàêîñò r2π = π îäàêëå ñëåäè äà jå r = 1. Èç 2ra = 8
äîáèjàìî a = 4. Äàêëå, sinα = 2r

a
= 1

2
ïà jå α = 30°.

6. Îäðåäèòè ïîëóïðå÷íèê êðóæíèöå îïèñàíå îêî jåäíàêîêðàêîã òðàïåçà
÷èjå ñó îñíîâå 21 è 9 è âèñèíà 8.

Ðåøå»å: Ñà ñëèêå 51 âèäèìî äà jå d(A,B) = 21, d(C,D) = 9, d(E,C) = 8
è
d(A,E) = d(D,C) + d(E,B) =

= d(D,C) + d(A,B)−d(D,C)
2

= d(A,B)+d(D,C)
2

= 21+9
2

= 15.

d(A,C) =
√

(d(A,E))2 + (d(E,C))2 =
√

152 + 82 = 17.

d(C,B) =
√

(d(E,B))2 + (d(E,C))2 =
√

82 +
(
21−9
2

)2
= 10.

Öåíòàð îïèñàíå êðóæíèöå òðàïåçà jå öåíòàð óïèñàíå êðóæíèöå òðîóãëà
ABC , à ïðåìà ôîðìóëè
R = abc

4P
= d(A,B)·d(A,C)·d(C,B)

4· d(A,B)·d(C,E)
2

= d(A,C)·d(C,B)
2d(C,E)

= 17·10
2·8 = 85

8
.

7. Èçðà÷óíàòè ïîâðøèíó êðóæíîã îäñå÷êà àêî ìó jå îáèì 10 à öåíòðàëíè
óãàî α = 120°.
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A

C

B

S

R

.

Ñë. 52:

Ðåøå»å: Ñà ñëèêå 52 ñå âèäè äà jå îáèì îäñå÷êà O = 2Rπ
3

+ d(A,B)

è d(C,B) = R sin 60°=
√
3
2
R, d(A,B) = 2d(C,B) =

√
3R, ïà âàæè äà jå

O = 2πR
3

+
√

3R = p. Îäàâäå jå R = 3p

2π+3
√
3
. Ïîâðøèíà êðóæíîã îäñå÷êà

èçíîñè: P = R2π120°
360°

− d(A,B)·d(C,S)
2

= R2π
3
−
√
3R·R·cos 60°

2
= R2π

3
−
√
3R2

4
. Íàêîê

óâðøòàâà»à äîáèjàìî Po =
(

3p

2π+3
√
3

)2 (
π
3
−
√
3
4

)
= 3p2(4π−3

√
3)

4(2π+3
√
3)
.

Çàäàöè çà âåæáó

1. Öåíòàð óïèñàíå êðóæíèöå äåëè âèñèíó jåäíàêîêðàêîã òðîóãëà, ñïóøòåíó
íà îñíîâèöó, íà îäñå÷êå äóæèíå 5 è 3, ãëåäàjó£è îä òåìåíà. Îäðåäèòè
ñòðàíöå òðîóãëà.
Ðåçóëòàò: a = 12, b = 10.

2. Ñòðàíèöå òðîóãëà ñó 25, 24 è 7. Îäðåäèòè ïîëóïðå÷íèê óïèñàíå è
îïèñàíå êðóæíèöå òîã òðîóãëà.
Ðåçóëòàò: r = 3, R = 12, 5.

3. Äóæèíà äâåjó ñòðàíèöà òðîóãëà ñó 6 è 3. Íà£è äóæèíó òðå£å
ñòðàíèöå òîã òðîóãëà àêî jå ïîëóñóìà âèñèíà ñïóøòåíèõ íà çäàòå
ñòðàíèöå jåäíàêà òðå£îj âèñèíè.
Ðåçóëòàò: c = 4.

4. Èçðà÷óíàòè ïîâðøèíó òðàïåçà ÷èjå ñó ïàðàëåëíå ñòðàíèöå 16 è 44,
à êðàöè 17 è 25.
Ðåçóëòàò: 450

5. Îäðåäèòè ïîëóïðå÷íèêå äâåjó êðóæíèöà êîjå ñå ñåêó àêî jå ðàñòîjà»å
èçìå¢ó »èõîâèõ öåíòàðà

√
3 + 1, ñ òèì äà ñå òåòèâà êîjà ñïàjà

çàjåäíè÷êå òà÷êå êðóæíèöå âèäè èç öåíòðà êðóæíèöà ïîä óãëîâèìà
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90° è 60°.
Ðåçóëòàò:

√
2, 2.

6. Íà êðóã ïîëóïðå÷íèêà R ïîâó÷åíå ñó èç jåäíå òà÷êå âàí êðóãà äâå
òàíãåíòå íà òàj êðóã êîjå çàòâàðàjó óãàî 2α. Îäðåäèòè ïîâðøèíó
ëèêà îãðàíè÷åíîã òèì òàíãåíòàìà è ïîëóïðå÷íèöèìà êðóãà êîjè
ñïàjàjó öåíòàð ñ òà÷êàìà äîäèðà òàíãåíòè.
Ðåçóëòàò: P = R2 ctgα.

7. Èçðà÷óíàòè îáèì è ïîâðøèíó jåäíàêîêðàêîã òðàïåçà îïèñàíîã îêî
êðóãà àêî jå äóæèíà âå£å îñíîâèöå 3cm, à jåäàí »åãîâ óíóòðàø»è
óãàî jå 60°.
Ðåçóëòàò: O = 8cm, P = 2

√
3cm2.

8. Îêî êðóãà ïîëóïðå÷íèêà 2cm îïèñàí jå jåäíàêîêðàêè òðàïåç ïîâðøèíå
20cm2. Îäðåäèòè äóæèíå ñòðàíèöà òîã òðàïåçà.
Ðåçóëòàò: a = 8cm, b = 2cm, c = 5cm.

9. Èçðà÷óíàòè ïîâðøèíó ïàðàëåëîãðàìà ÷èjè jå îáèì 20cm, îøòàð
óãàî 30°., à âèñèíå ñå îäíîñå êàî 2:3.
Ðåçóëòàò: P = 12cm2.

10. Ïîâðøèíà jåäíàêîêðàêîã òàíãåíòíîã ÷åòâîðîóãëà jå 156cm2, a âèñèíà
12cm. Îäðåäèòè äóæèíå ñòðàíèöà òîã òðàïåçà.
Ðåçóëòàò: a = 18 cm, b = 8 cm, c = 13 cm.
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12 Ñòåðåîìåòðèjà

12.1 Ïðèçìà

Ïðèçìà jå ïîëèåäàð (ñë. 53) êîjè èìà äâå ñòðàíå êîjå ñó ïîäóäàðíè è
ïàðàëåëíè n-òîóãëîâè êîjå çîâåìî áàçàìà (îñíîâàìà), è n ñòðàíà êîjè
ñó ïàðàëåëîãðàìè êîjå íàçèâàìî áî÷íèì ñòðàíàìà. Ïðàâà ïðèçìà jå
ïðèçìà êîä êîjå ñó áî÷íå ñòðàíå íîðìàëíå íà îñíîâó. Ïðàâèëíà ïðèçìà
jå ïðàâà ïðèçìà ÷èjå ñó îñíîâå ïðàâèëíè ìíîãîóãëîâè. Âèñèíà ïðèçìå jå
íîðìàëíî ðàñòîjà»å èçìå¢ó îñíîâà.

Ñë. 53: Ïðèçìà.

Ïîâðøèíà è çàïðåìèíà ïðèçìå ñå ðà÷óíà êàî P = 2B+M , òj. V = B ·H.
Ãäå jå B- ïîâðøèíà áàçå, M - ïîâðøèíà îìîòà÷à è H-âèñèíà ïðèçìå.

Êâàäàð

Àêî ñó îñíîâå ïðèçìå ïàðàëåëîãðàìè îíäà ñå òà ïðèçìà çîâå ïàðàëåëåïèïåä.
Êâàäàð (ñë. 54) jå ïðàâè ïàðàëåëåïèïåä ÷èjå ñó îñíîâå ïðàâîóãàîíèöè.
Ïîâðøèíà è çàïðåìèíà êâàäðà ñå ðà÷óíà êàî P = 2 · (ab + bc + ac), òj.
V = a · b · c. Ãäå ñó a, b, è c èâèöå êâàäðà, à D äèjàãîíàëà êâàäðà.

Êîöêà

Êîöêà jå êâàäàð (ñë. 55) ÷èjå ñó ñâå èâèöå jåäíàêå.

Ïîâðøèíà è çàïðåìèíà ïðèçìå ñå ðà÷óíà êàî P = 6a2, òj. V = a3.
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a

b

c
D

Ñë. 54: Êâàäàð.

a

a

a

D

Ñë. 55: Êîöêà.

12.2 Ïèðàìèäà

Ïèðàìèäà jå ïîëèåäàð êîjè ñå äîáèjà òàêî øòî ñå òåìåíà n-òîóãëà ñïîjå
ñà jåäíîì òà÷êîì êîjà ñå íàëàçè âàí ðàâíè òîã n-òîóãëà è êîjó íàçèâàìî
òåìåíîì èëè âðõîì ïèðàìèäå. Ïèðàìèäà îäàòëå èìà jåäíó ñòðàíó êîjà jå
n-òîóãàî è êîjó íàçèâàìî îñíîâîì, è n áî÷íèõ ñòðàíà êîjå ñó òðîóãëîâè.
Ïîâðøèíà ïèðàìèäå ñå ðà÷óíà ïî ôîðìóëè P = B +M , à çàïðåìèíà ïî
ôîðìóëè V = 1

3
·B ·H.

Àêî ñå òåìå ïèðàìèäå íàëàçè èçíàä öåíòðà îñíîâå, òàäà òó ïèðàìèäó
íàçèâàìî ïðàâîì. Àêî jå îñíîâà ïèðàìèäå ïðàâèëàí n-òîóãàî îíäà òó
ïèðàìèäó íàçèâàìî ïðàâèëíîì. Òàêî ïðàâèëíà ÷åòâîðîñòðàíà ïèðàìèäà
(ñë. 56) èìà çà îñíîâó êâàäðàò.
Àêî jå òðîñòðàíà ïèðàìèäà ïðàâèëàí òåòðàåäàð (ñë. 56) îíäà ñó ìó ñâå
èâèöå äóæèíå a. Òàäà ñå ïîâðøíà è çàïðåìèíà ðà÷óíàjó êàî P = a2

√
3,

òj. V = a3
√
2

12
.

H

.

Ñë. 56: Ïèðàìèäà.
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12.3 Çàðóá§åíà ïèðàìèäà

Çàðóá§åíà ïèðàìèäà ñå äîáèjà òàêî øòî ïèðàìèäó ïðåñå÷åìî ñà ðàâíè
êîjà jå ïàðàëåëíà îñíîâè è îäáàöèìî äåî ïèðàìèäå ãäå ñå íàëàçè âðõ (ñë.
57). Çà äîáèjåíó çàðóá§åíó ïèðàìèäó ìîæåìî ðå£è äà èìà äâå îñíîâå è
âèñèíà jå ðàñòîjà»å èçìå¢ó »èõ. Áî÷íå ñòðàíå çàðóá§åíå ïèðàìèäå ñó
òðàïåçè.

Ñë. 57: Çàðóá§åíà ïèðàìèäà.

Òàäà ñå ïîâðøíà è çàïðåìèíà çàðóá§åíå ïèðàìèäå ðà÷óíàjó êàî
P = B1+B2+M , òj. V = 1

3
·H ·(B1+

√
B1B2+B2), ãäå ñó B1-ïîâðøèíà äî»å

îñíîâå, B2-ïîâðøèíà ãîð»å îñíîâå, M -ïîâðøèíà îìîòà÷à, H−âèñèíà.

12.4 Âà§àê

Âà§àê jå ãåîìåòðèjñêî òåëî êîjå èìà äâå ïàðàëåëíå êðóæíå îñíîâå (áàçå)
êîjå ñó ñïîjåíå îìîòà÷åì. Àêî jå äóæ êîjà ñïàjà öåíòðå îñíîâà íîðìàëíà
íà îñíîâå, îíäà âà§àê íàçèâàìî ïðàâèì. Ó ñóïðîòíîì, âà§àê íàçèâàìî
èñêîøåíèì. Ïðàâè âà§àê ìîæåìî ïîñìàòðàòè è êàî òåëî êîjå íàñòàjå
ðîòàöèjîì ïðàâîóãàîíèêà îêî jåäíå »åãîâå ñòðàíèöå. (ñë. 58). Ñòðàíèöà
îêî êîjå ðîòèðà ïðåäñòàâ§à âèñèíó âà§êà, à äðóãà ñòðàíèöà ïðàâîóãàî-
íèêà ïðåäñòàâ§à ïîëóïðå÷íèê îñíîâå.

Ïîâðøèíó è çàïðåìèíó âà§êà ðà÷óíàìî ôîðìóëàìà P = 2B + M , òj.
V = B ·H = r2 · π ·H, ãäå ñó B- ïîâðøèíà îñíîâå, M -ïîâðøèíà îìîòà÷à,
r-ïîëóïðå÷íèê îñíîâå è H- âèñèíà âà§êà. Àêî jå âà§àê ïðàâ îíäà jå
P = 2 · r2π + 2rπ ·H = 2rπ(r +H).
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R

H

Ñë. 58: Âà§àê.

Ïðàâè âà§àê jå ïðàâèëàí àêî jå 2R = H, òj. àêî jå »åãîâ îñíè ïðåñåê
êâàäðàò.

12.5 Êóïà

Îìîòà÷ êóïå jå ãåîìåòðèjñêî òåëî êîjå ôîðìèðàjó äóæè ÷èjè jåäàí êðàj
ïðåäñòàâ§àjó òà÷êå êðóæíèöå à äðóãè êðàj jå ôèêñèðàíà òà÷êà âàí ðàâíè
êðóæíèöå (ñë. 59). Òó ôèêñèðàíó òà÷êó íàçèâàìî âðõîì èëè òåìåíîì
êóïå. Êóïà jå òåëî îãðàíè÷åíî îìîòà÷åì è îñíîâîì, ãäå jå îñíîâà êðóã
êîjèì jå îïèñàí îìîòà÷. Àêî ñå òåìå êóïå íàëàçè èçíàä öåíòðà îñíîâå
îíäà êóïó íàçèâàìî ïðàâîì êóïîì, à ó ñóïðîòíîì êóïó íàçèâàìî èñêî-
øåíîì (èëè êîñîì). Ðàñòîjà»å òåìåíà êóïå îä ðàâíè ó êîjîj ñå íàëàçè
îñíîâà íàçèâàìî âèñèíîì êóïå.

R

H s

Ñë. 59: Êóïà.

Ïîâðøèíà êóïå ñå ðà÷óíà ôîðìóëîì P = B+M , à çàïðåìèíà ôîðìóëîì
V = 1

3
BH=1

3
r2π · H, ãäå ñó B-ïîâðøèíà îñíîâå, M -ïîâðøèíà îìîòà÷à,

H- âèñèíà êóïå, r-ïîëóïðå÷íèê îñíîâå.
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Àêî jå êóïà ïðàâà, îíäà jå P = r2π + rπs = rπ(r + s), ãäå jå s- äóæèíà
äóæè (èçâîäíèöå) êîjà ñïàjà òåìå è êðóæíèöó îñíîâå. Ïðàâà êóïà jå
ïðàâèëíà àêî jå 2r = s, òj. àêî jå »åí îñíè ïðåñåê jåäíàêîñòðàíè÷íè
òðîóãàî.

12.6 Çàðóá§åíà êóïà

Àêî êóïó ïðåñå÷åìî ñà ðàâíè êîjà jå ïàðàëåëíà ðàâíè îñíîâå è îäáàöèìî
äåî êîjè ñàäðæè âðõ äîáèjàìî çàðóá§åíó êóïó (ñë. 60). Çà çàðóá§åíó
êóïó ìîæåìî ðå£è äà èìà äâå ïàðàëåëíå îñíîâå è îìîòà÷. Âèñèíà çàðóá-
§åíå êóïå jå ðàñòîjà»å èçìå¢ó ðàâíè ó êîjèìà ñå íàëàçå îñíîâå.

R

H
s

r

Ñë. 60: Çàðóá§åíà êóïà.

Ïîâðøèíà çàðóá§åíå êóïå ñå ðà÷óíà ôîðìóëîì, P = B1 + B2 + M , à
çàïðåìèíà ïî ôîðìóëè V = 1

3
· H · (B1 +

√
B1B2 + B2) îäíîñíî

V = 1
3
· Hπ · (R2 + r · R + r2) ãäå ñó B1- ïîâðøèíà äî»å îñíîâå, B2-

ïîâðøèíà ãîð»å îñíîâå, M - ïîâðøèíà îìîòà÷à, H-âèñèíà çàðóá§åíå
êóïå, R-ïîëóïðå÷íèê äî»å îñíîâå, r-ïîëóïðåí÷íèê ãîð»å îñíîâå.

12.7 Ëîïòà-ñôåðà

Ñôåðó ÷èíå òà÷êå êîjå ñó ïîäjåäíàêî óäà§åíå îä ôèêñèðàíå òà÷êå êîjó
çîâåìî öåíòðîì. Óäà§åíîñò ïðîçâî§íå òà÷êå îä öåíòðà jå ïîëóïðå÷íèê
ñôåðå.
Ïîâðøèíà è çàïðåìèíà ñôåðå ñå ðà÷óíàjó ïî ôîðìóëàìà P = 4r2π, òj.
V = 4

3
· r3π.

Ðåøåíè çàäàöè:

1. Îìîòà÷ ïðàâå êâàäðàòíå ïðèçìå jå 7200 cm2, a çàïðåìèíà jå 64800 cm3.
Îäðåäèòè ñòðàíèöó áàçå a è âèñèíó ïðèçìå H.
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Ðåøå»å: Îìîòà÷ ïðàâå ïðàâèëíå ÷åòâîðîñòðàíå ïðèçìå ðà÷óíàìî ïî
ôîðìóëè P = 4 · a · h = 7200. Çàïðåìèíà òå ïðèçìå jå a2 · h = 64800.
Ðåøàâà»åì îâîã ñèñòåìà jåäíà÷èíà äîáèjàìî a = 36 cm è h = 50 cm.

2. Äàòå ñó èâèöå a1 = 6 cm è a2 = 8 cm äâåjó êîöàêà. Îäðåäèòè
çàïðåìèíó îíå êîöêå ÷èjà jå ïîâðøèíà îìîòà÷à jåäíàêà çáèðó ïî-
âðøèíà îìîòà÷à äàòèõ êîöàêà.

Ðåøå»å: Ïîâðøèíà îìîòà÷à êîöàêà ñó P1 = 6a21 = 6 · 62 = 216 cm2

îäíîñíî P2 = 6a22 = 6 · 82 = 384 cm2 Ñàäà òðåáà èçðà÷óíàòè èâèöó êîöêå
÷èjà jå ïîâðøèíà P = 216 + 384 = 600 cm2. Êîðèñòå£è ôîðìóëó âèäèìî
äà jå 600 = 6 · a2 îäàêëå ñëåäè äà jå a = 10 cm, ïà jå çàïðåìèíà òðàæåíå
êîöêå V = 1000 cm3.

3. Îñíîâíå èâèöå ïðàâå òðîñòðàíå ïðèçìå ñó 10, 17, 21 à çàïðåìèíà jå
224. Èçðà÷óíàòè áî÷íó èâèöó.

Ðåøå»å: Çàïðåìèíà ïèðàìèäå jåäíà jå V = 1
3
BH ïà jå çàïðåìèíà

jåäíàêà 224 = 1
3

√
s(s− a)(s− b)(s− c) ·H. Êàêî jå s = a+b+c

2
= 24 îäàòëå

jå H = 3·224√
24·14·7·3 = 3·224

84
= 8.

Äà áè ñìî îäðåäèëè áî÷íó èâèöó ïèðàìèäå, ìîðàìî îäðåäèòè ïîëóïðå÷íèê
îïèñàíîã êðóãà îêî îñíîâå, òj. R = abc

4P
= 10·17·21

4·84 = 85
8
. Ñàäà èìàìî äâå

êàòåòå ïðàâîóãëîã òðîóãëà, à õèïîòåíóçà ïðåäñòàâ§à áî÷íó èâèöó, òj.

h =
√
R2 +H2 =

√(
85
8

)2
+ 82 = 13, 3.

4. Èçðà÷óíàòè ïîâðøèíó è çàïðåìèíó ïðàâèëíå ÷åòâîðîñòðàíå çàðóá-
§åíå ïèðàìèäå êîä êîjå ñó îñíîâíå èâèöå a1 = 64 cm è a2 = 48 cm,
à áî÷íà èâèöà b = 20 cm.

Ðåøå»å: Èç ðåëàöèjå P = a21 + a22 + 4a1+a2
2

H1, ãäå jå H1 âèñèíà áî÷íå
ñòðàíå (ñë. 61). Áî÷íà ñòðàíà jå jåäíàêîêðàêè òðàïåç ïà jå »åãîâà âèñèíà

H1 =
√
b2 −

(
a1−a2

2

)2
=
√

202 −
(
64
2
− 48

)2
=
√

400− 64 =
√

336.

Àêî H1 óâðñòèìî ó ïî÷åòíó ðåëàöèjó äîáèjàìî

P = 642 + 482 + 2 · (64 + 48) ·
√

336 = 10506.

Çàïðåìèíó ïðàâèëíå ÷åòâîðîñòðàíå çàðóá§åíå ïèðàìèäå îäðå¢ójåìî ïî
ôîðìóëè V = H

3
(a21 + a22 + a1a2) ãäå jå H âèñèíà ïèðàìèäå (ñë. 62).

Äàêëå,H =
√
H2

1 −
(
a1−a2

2

)2
=
√

336−
(
64−48

2

)2
=
√

272. Êîíà÷íî äîáèjàìî

V =
√
272
3
· (642 + 482 + 64 · 48) = 52072.
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a1

a2

b
b

H1

Ñë. 61:

a1

a2

H1
H1

H

.

Ñë. 62:

5. Ó ïðàâó êðóæíó êóïó ñà ïîëóïðå÷íèêîì îñíîâå r = 4 cm è âèñèíîì
H = 6 cm óïèñàí jå âà§àê ìàêñèìàëíå çàïðåìèíå. Èçðà÷óíàòè òó
çàïåìèíó.

Ðåøå»å: Íåêà jå H1 âèñèíà âà§êà óïèñàíîã ó êóïó (ñë. 63). Íà îñíîâó
ñëè÷íîñòè òðîóãëîâà ñëåäè äà jå G−H1

r1
= H1

4−r1 ⇒ H1 = 24−6r1
4

. Çàïðåìèíà
âà§êà jå ôóíêöèjà îä r1, òj. V = f(r1) è

Vv = B1H1 = πr21H1 = πr21(6−
3

2
r1) = πr31(−

3

2
) + 6πr21.

Îäàòëå f ′(r1) = −9
2
r21π + 12r1π è f ′(r1) = 0 çà r1 = 0 èëè r1 = 8

3
.

Ñëåäè äà ôóíêöèjà f èìà ñâîjó ìàêñèìàëíó âðåäíîñò çà r1 = 8
3
, ïà jå

Vmax = π 64
9
· 2 = 128

9
π cm3.

6 - H1

r1

H1

4 - r1

r

Ñë. 63:
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6. Ñòðàíèöå ïðàâîóãàîíèê ðàçëèêójó ñå çà 4. �åãîâîì ðîòàöèjîì îêî
âå£å ñòðàíèöå íàñòàjå âà§àê ÷èjà jå ïîâðøèíà 192π. Êîëèêà jå
çàïðåìèíà òåëà êîjå íàñòàjå êàäà ïðàâîóãàîíèê ðîòèðà îêî ìà»å
ñòðàíèöå?

Ðåøå»å: Àêî jå a > b òàäà jå a − b = 4. Ïîâðøèíà âà§êà êîjè íàñòàjå
ðîòàöèjîì îêî âå£å ñòðàíèöå jå Pa = 2b2π + 2bπa = 192π. Àêî îâó
jåäíà÷èíó ïîäåëèìî ñà 2π äîáèjàìî b2 + ba = 96.

Ðåøå»å ñèñòåìà

{
a− b = 4

b2 + ab = 96
jå a = 10 è b = 6.

Çàïðåìèíà âà§êà êîjè íàñòàjå ðîòàöèjîì ïðàâîóãàîíèêà îêî ìà»å ñòðàíèöå
èçíîñè:
V = a2πb, ïà jå V = 102π6 = 600π.

7. Êàðàêòåðèñòè÷àí îñíè ïðåñåê êîñîã âà§êà jå ïàðàëåëîãðàì ÷èjå
ñó ñòðàíèöå 12 è 17, à jåäíà äèjàãîíàëà 25 (12 jå ñòðàíèöà áàçå).
Èçðà÷óíàòè çàïðåìèíó òîã âà§êà.

`

A D

C

B

d H

N

.

Ñë. 64:

Ðåøå»å: Ñà ñëèêå (ñë. 64) âèäèìî äà çàïðåìèíà êîñîã âà§êà èçíîñè

V =
(
a
2

)2
πH. Èç òðîóãëà 4ABC èìàìî ïðåìà êîñèíóñíîj òåîðåìè

d2 = a2 + b2 − 2ab cosα. Îäàâäå jå

cosα = a2+b2−d2
2ab

= 122+172−252
2·12·17 = − 8

17
= cos(180°− β) = − cos β,

îäàêëå äîáèjàìî äà jå cos β = 8
17
. Èç òðîóãëà 4DNB ñëåäè

h = b sin β = b
√

1− cos2 β = 17

√
1−

√(
8
17

)2
= 15,
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ïà jå òðàæåíà çàïðåìèíà âà§êà V = 36π · 15 = 540π.

8. Âèñèíà H è èçâîäíèöà s ïðàâå êóïå îäíîñå ñå êàî 3 : 5, à »åíà
çàïðåìèíà jå 128π cm3. Èçðà÷óíàòè ïîâðøèíó êóïå.

Ðåøå»å: Êàêî jå H : s = 3 : 5, òî jå H = 3s
5
(ñë. 65), ïà jå íà îñíîâó

Ïèòàãîðèíå òåîðåìå r2 = s2 −H2, îäíîñíî r2 = s2 − 9s2

25
, òj. r2 = s2 16

25
, à

èç ôîðìóëå V = 1
3
r2πH äîáèjàìî 128π = 1

3
r2πH, îäíîñíî 3 · 128 = r2H

îäàêëå ñëåäè äà jå 3 · 128 = s2 16
25
· 3s

5
= 16s3

125
òj. s3 = 8 · 125 ïà jå îäàòëå

s = 10 cm.

r

H s

Ñë. 65:

Ëàêî îäðå¢ójåìî äà jå H = 6 cm è r = 8 cm, ïà jå ïîâðøèíó êóïå
P = B +M = πr(r + s) = π · 8 · 18 = 144π cm2.

9. Ïîâðøèíà îìîòà÷à êóïå jåäíàêà jå ïîâðøèíè êðóæíîã èñå÷êà ïîëóïðå÷íèêà
8 è öåíòðàëíîã óãëà 135°. Îäðåäèòè ïîâðøèíó è çàïðåìèíó òå êóïå.

Ðåøå»å: Ïîâðøèíà îìîòà÷à jå M = R2πα
360°

= Rπ. Óâðøòàâà»åì ïîäàòêà
äîáèjà ñå 8r = 64·135°

360°
⇒ r = 3. Âèñèíà êóïå jå

H =
√
R2 − 52 =

√
55

P = 3π(3 + 8) = 33π è V = 9π
3

√
55 = 3

√
55π.

10. Àêî ñå ïîëóïðå÷íèê ëîïòå ïîâå£à çà 3 cm, »åíà çàïðåìèíà £å ñå
óâå£àòè çà 252 cm3. Êîëèêî èçíîñè ïîâå£à»å ïîâðøèíå?

Ðåøå»å: Ïðåìà ðåëàöèjè 4
3
(R + 3)3π − 4

3
R3π = 252π âàæè äà jå

(R + 3)3 − R3 = 189, îäíîñíî R3 + 9R2 + 27R + 27 − R3 = 189. Ðåøå»å
jåäíà÷èíå jå R = 3.
Ïîâðøèíó ëîïòå îäðå¢ójåìî ïî ôîðìóëè P = 4R2π òàêî äà ñå ïîâðøèíà
ïðîìåíè çà P = 4(R + 3)2π − 4R2π = 4 · 36π − 4 · 9π = 108π cm2.
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A B

C

h1

h

R

a

Ñë. 66:

11. Ó ïðàâó êâàäðàòíó ïèðàìèäó ÷èjà jå âèñèíà 2 cm, áàçà êâàäðàò
ñòðàíèöå 3 cm, óïèñàíà jå ëîïòà. Îäðåäèòè çàïðåìèíó òå ëîïòå.

Ðåøå»å: Îñíè ïðåñåê ïèðàìèäå êîjè jå ïîëîâè ñòðàíèöó ïèðàìèäå jå
ïðèêàçàí íà ñëèöè 66. Ïîâðøèíà òðîóãëà 4ABC jå P = ah

2
, îäíîñíî

P = R · s, ãäå jå s = a+2h1
2

, òàêî äà jå a·h
2

= R · s, s = a+2h1
2

, îäíîñíî
ah
2

= Ra2h1
2
⇒ ah = R(a+ 2h1).

Âèñèíà áî÷íå ñòðàíå jå h1 =
√(

a
2

)2
+ h2, ïà äîáèjàìî

ah = R(a+ 2
√(

a
2

)2
+ h2

a = 3, h = 2 òàêî äà jå
R = 2·3

3+2
√

( 3
2)

2
+22

= 6
3+2· 5

2

= 3
4
.

V = 4
3

(
3
4

)3
π = 9

16
π.

Çàäàöè çà âåæáó:

1. Ìåòàëíà êîöêà ÷èjà jå îñíîâíà èâèöà 4 cm ïðåòîïè ñå ó êâàäàð ÷èjå
ñå ñòðàíèöå îäíîñå êàî 1:2:4. Çà êîëèêî ñå ïðîìåíèëà ïîâðøèíà
òåëà?
Ðåçóëòàò: 112 cm2−96 cm2= 16 cm2.

2. Áàçà ïðèçìå jå ïðàâèëíè îñìîóãàî. �åíà çàïðåìèíà jå 8 cm3, a
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»åíà âèñèíà . Îäðåäèòè ïîâðøèíó îìîòà÷à.
Ðåçóëòàò: M = 13, 2m2.

3. Áàçà ïðàâå ïðèçìå jå ðîìá ÷èjå ñó äèjàãîíàëå d1 = 12, d2 = 16.
Êîëèêà jå âèñèíà ïðèçìå àêî jîj jå ïîâðøèíà jåäíàêà çàïðåìèíè?
Ðåçóëòàò: H = 24

7
.

4. Îñíîâà ïèðàìèäå jå òðîóãàî ñà ñòðàíèöàìà a = 12 cm, b = 16 cm
è c = 20 cm, à áî÷íå èâèöå ñó jåäíàêå è èìàjó äóæèíó 26 cm.
Èçðà÷óíàòè çàïðåìèíó ïèðàìèäå.
Ðåçóëòàò: V = 768 cm3.

5. Èçðà÷óíàòè çàïðåìèíó ïðàâå ÷åòâîðîñòðàíå ïèðàìèäå àêî jå áî÷íà
èâèöà 9 cm, à âèñíà çà 1 cm ìà»à îä èâèöå áàçå.
Ðåçóëòàò: V = 448

3
cm3.

6. Ïîâðøèíà îìîòà÷à ïðàâå ïðàâèëíå òðîñòðàíå ïèðàìèäå è ïîâðøèíå
»åíå îñíîâå îäíîñå ñå êàî

√
3 : 1. Îäðåäèòè êîñèíóñ óãëà ïîä êîjèì

jå ñòðàíà ïèðàìèäå íàãíóòà ïðåìà îñíîâèöè.
Ðåçóëòàò: cosα =

√
3
3
.

7. Èçðà÷óíàòè çàïðåìèíó ïðàâèëíå øåñòîñòðàíå çàðóá§åíå ïèðàìèäå
êîjîj ñó îñíîâíå èâèöå áàçà a1 = 16 , a2 = 8 è áî÷íà èâèöà b = 10.
Ðåçóëòàò: V = 1344

√
3 cm3.

8. Ïðàâè âà§àê jå çàäàò îáèìîì O = 20 cm è ïîâðøèíîì P = 24 cm2

îñíîã ïðåñåêà. Èçðà÷óíàòè çàïðåìèíó òîã âà§êà.
Ðåçóëòàò: V1 = 24π cm3, V2 = 36π cm3.

9. Ïîâðøèíà ïðàâå êóïå jå 96π cm2, à äóæèíà èçâîäíèöå jå 10 cm.
Èçðà÷óíàòè çàïðåìèíó êóïå.
Ðåçóëòàò: V = 96π cm3.

10. Èçâîäíèöà ïðàâå çàðóá§åíå êóïå jå s = 5 cm, à ïîëóïðå÷íèöè
îñíîâå R = 5 cm è r = 2 cm. Ó êóïó jå óïèñàíà ïðàâèëíà çàðóá§åíà
÷åòâîðîñòðàíà ïèðàìèäà òàêî äà jå äî»à îñíîâà ïèðàìèäå óïèñàíà
ó äî»ó îñíîâó êóïå, à ãîð»à îñíîâà ïèðàìèäå ó ãîð»ó îñíîâó êóïå.
Èçðà÷óíàòè çàïðåìèíó çàðóá§åíå ïèðàìèäå.
Ðåçóëòàò: V = 104 cm3.
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11. Èçðà÷óíàòè çàïðåìèíó ïðàâå çàðóá§åíå êóïå àêî ñå ïîâðøèíå »åíèõ
îñíîâà 25π cm2 è 4π cm2, à ïîâðøèíà îìîòà÷à .
Ðåçóëòàò: V = 52π cm3.

12. Ó ìåòàëíó øóï§ó ëîïòó, ÷èjè jå ñïî§àø»è ïðå÷íèê 2r = 18 cm,
à äåá§èíà d = 2 cm, òðåáà ïðåòîïèòè ó ìàñèâíó ëîïòó. Êîëèêè jå
»åí ïîëóïðå÷íèê?
Ðåçóëòàò: r = 3

√
38, 6.

13. Jåäíàêîñòðàíè÷àí òðîóãàî ñòðàíèöå a, ðîòèðà îêî ïðàâå êîjè jå
ïàðàëåëàí ñ âèñèíîì, à óäà§åí jå îä íàjáëèæåã òåìåíà òðîóãëà çà
a
2
. Îäðåäèòè çàïðåìèíó è ïîâðøèíó òîã îáðòíîã òåëà.

Ðåçóëòàò: V = a3π
2

√
3 cm3, P = 6a2π.
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13 Àíàëèòè÷êà ãåîìåòðèjà ó ðàâíè

13.1 Ðàñòîjà»å èçìå¢ó äâå òà÷êå

Àêî ñó A(x1y1) è B(x2, y2) äâå òà÷êå ó ðàâíè, òàäà jå

d(A,B) =
√

(x2 − x2)2 + (y2 − y1)2

ðàñòîjà»å äàòèõ òà÷àêà.
Àêî òà÷êà C(x, y) äåëè äóæ ó îäíîñó λ, òj. àêî jå AC

BC
= λ, òàäà jå

x =
x1 + λx2

1 + λ
, y =

y1 + λy2
1 + λ

.

Àêî jå λ = 1, òàäà ðåëàöèjàìà x = x1+x2
2

, x = y1+y2
2

, îäðå¢ójåìî êîîðäèíàòå
ñðåäèøòà äóæè AB.
Àêî ñó A(x1, y1), B(x2, y2) è C(x3, y3) òðè òà÷êå ðàâíè êîjå íå ïðèïàäàjó
èñòîj ïðàâîj, òàäà ïîâðøèíó òðîóãëà ABC ðà÷óíàìî ïî ôîðìóëè

P =
1

2
|x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)| .

13.2 Jåäíà÷èíå ïðàâå ó ðàâíè

Jåäíà÷èíà ïðàâà ñå ìîæå çàäàòè íà ðàçíå íà÷èíå:

Ax+By + C = 0 îïøòè (èìïëèöèòíè) îáëèê jåäíà÷èíå ïðàâå;

y = kx+n åêñïëèöèòíè îáëèê jåäíà÷èíå ïðàâå, ãäå k è n èìàjó èñòî
çíà÷å»å êàî êîä ëèíåàðíå ôóíêöèjå;

y − y1 = k(x − x1) jåäíà÷èíà ïðàâå êðîç òà÷êó M1(x1, y1) ÷èjè jå
êîåôèöèjåíò ïðàâöà k;

y − y1 = y2−y1
x2−x1 (x − x1) jåäíà÷èíà ïðàâå êðîç äâå òà÷êå M1(x1, y1),

M2(x2, y2), ãäå jå x1 6= x2. Àêî jå x1 = x2;

x
m

+ y
n

= 1 jå ñåãìåíòíè îáëèê jåäíà÷èíå ïðàâå, ãäå ñó m è n îäñå÷öè
êîjå ïðàâà îäñåöà íà êîîðäèíàòíèì îñàìà (m,n 6= 0).

Îäíîñ èçìå¢ó äâå ïðàâå ñå ìîæå îïèñàòè óãëîì èçìå¢ó »èõ îäíîñíî
»èõîâèì êîåôèöèjåíòèìà ïðàâàöà:
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tgϕ =
∣∣∣ k2−k11+k1k2

∣∣∣ óãàî èçìå¢ó äâåjó ïðàâèõ, ãäå ñó k1 è k2 ñó êîåôèöè-
jåíòè ïðàâàöà ïðàâèõ;

k1 = k2 óñëîâ ïàðàëåëíîñòè;

k2 = − 1
k1

óñëîâ íîðìàëíîñòè k1 6= 0.

Ðàñòîjà»å òà÷êå M(x0, y0) îä ïðàâå Ax+By + C = 0 jå äàòî ôîðìóëîì:

d = |Ax0+By0+C|√
A2+B2 .

13.3 Êðèâå äðóãîã ðåäà

Êðóæíèöà

Jåäíà÷èíà êðóæíèöå ñà öåíòðîì ó òà÷êè C(p, q) è ïîëóïðå÷íèêîì r äàòà
jå ñà

(x− p)2 + (y − q)2 = r2.

Àêî jå öåíòàð êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê O(0, 0) òàäà jå jåäíà÷èíà êðóæíèöå
äàòà ñà

x2 + y2 = r2.

Óñëîâ äà ïðàâà y = kx+n áóäå òàíãåíòà êðóæíèöå (x−p)2 +(y−q)2 = r2

jå:

r2(1 + k2) = (kp− q + n)2.

Àêî jå öåíòàð êðóæíèöå ó êîîðäèíàòíîì ïî÷åòêó, òj. àêî jå jåäíà÷èíà
êðóæíèöå x2 + y2 = r2, òàäà jå óñëîâ äà ïðàâà y = kx + n áóäå òàíãåíòà
êðóæíèöå r2(1 + k2) = n2.

Àêî jåM(x0, y0) òà÷êà êðóæíèöå (x−p)2+(y−q)2 = r2, òàäà jå jåäíà÷èíà
òàíãåíòå êðóæíèöå ó òîj òà÷êè

(x− p)(x0 − p) + (y − q)(y0 − q) = r2,

êîjà ó ñëó÷àjó êðóæíèöå x2 + y2 = r2 ïîñòàjå xx0 + yy0 = r2.
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Ñë. 67:

Åëèïñà

Åëèïñà (ñë. 67) jå ñêóï òà÷àêà ó ðàâíè êîjèìà jå çáèð îäñòîjà»à îä äî
äâå ôèêñíå òà÷êå êîíñòàíòàí. Òå ôèêñèðàíå òà÷êå F1 è F2 ñå íàçèâàjó
æèæå èëè ôîêóñè åëèïñå.

Àêî jå òàj çáèð îäñòîjà»à 2a è àêî ñó òå æèæå F1(−e, 0) è F2(+e, 0)

ãäå 0 < e < a, òàäà jå jåäíà÷èíà åëèïñå b2x2 +a2y2 = a2b2 èëè x2

a2
+ y2

b2
= 1,

ïðè ÷åìó jå b2 = a2−e2, r1 +r2 = 2a a è b ñó äóæèíå âåëèêå îäíîñíî ìàëå
ïîëóîñå åëèïñå.
Áðîj ε = b

a
çîâå ñå åêñåíòðèöèòåò åëèïñå. Ïîâðøèíà äåëà ðàâíè îãðàíè÷åíîã

åëèïñîì x2

a2
+ y2

b2
= 1 jå jåäíàêà P = abπ.

Óñëîâ äà ïðàâà y = kx+n áóäå òàíãåíòà åëèïñå x2

a2
+ y2

b2
= 1 jå a2k2+b2 = n2.

Jåäíà÷èíà òàíãåíòå åëèïñå ó »åíîj òà÷êèM(x0, y0) jå b
2xx0+a2yy0 = a2b2

èëè xx0
a2

+ yy0
b2

= 1.

Õèïåðáîëà

Õèïåðáîëà (ñë. 68) jå ñêóï ñâèõ òà÷àêà ó ðàâíè ÷èjà jå àïñîëóòíà âðåäíîñò
ðàçëèêå îäñòîjà»à îä äâå ôèêñíå òà÷êå êîíñòàíòíà è jåäíàêà jå 2a, òj.
|r2 − r2| = 2a, äàòà jå ñà x2

a2
− y2

b2
= 1, ãäå jå a ðåàëíà à b èìàãèíàðíà

ïîëóîñà.

Òà÷êå F1(−e, 0) è F2(+e, 0), (0 < e < a) ñó æèæå (ôîêóñè) õèïåðáîëå,
ïðè ÷åìó jå e2 = a2 + b2.
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Ïðàâå y = ± b
a
x ñó àñèìïòîòå õèïåðáîëå. ε = e

a
> 1 jå åêñöåíòðèöèòåò

õèïåðáîëå.

Óñëîâ äà ïðàâà y = kx+ n áóäå òàíãåíòà íà õèïåðáîëó jå n2 = a2k2 − b2.
Jåäíà÷èíà òàíãåíòå ó òà÷êè M(x0, y0) õèïåðáîëå èìà îáëèêà b2xx0 −
a2yy0 = a2b2 èëè xx0

a2
− yy0

b2
= 1.

Ïàðàáîëà

Ïàðàáîëà (ñë. 69) jå ñêóï òà÷àêà ó ðàâíè êîjå ñó ïîäjåäíàêî óäà§åíå
îä jåäíå ôèêñèðàíå òà÷êå è ôèêñèðàíå ïðàâå êîjà íå ñàäðæè òó òà÷êó.
Ôèêñèðàíà òà÷êà jå æèæà (ôîêóñ) ïàðàáîëå, à ôèêñèðàíà ïðàâà jå äè-
ðåêòðèñà ïàðàáîëå.

Àêî jå æèæà ïðàáîëå ó òà÷êè F (p
2
, 0), à äèðåêòðèñà ïðàâà x = −p

2
, òàäà

jå jåäíà÷èíà ïàðàáîëå y2 = 2px òî jå òçâ. êàíîíñêè îáëèê jåäíà÷èíå
ïàðàáîëå ñà ïàðàìåòðîì p ∈ R \ {0}.
Óñëîâ äîäèðà ïðàâå y = kx+ n è ïàðàáîëå y2 = 2px jå p = 2kn,

Jåäíà÷èíà òàíãåíòå ó òà÷êè M(x0, y0) jå yy0 = p(x− x0).
Ïàðàáîëà ÷èjà jå æèæà ó òà÷êè F (0, p

2
) à äèðåêòðèñà ïðàâà y = −p

2
èìà

jåäíà÷èíó x2 = 2py.
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Ñë. 70:

Ðåøåíè çàäàöè

1. Íà£è êîîðäèíàòå òà÷êå B ñèìåòðè÷íå òà÷êè A(1,−2) ó îäíîñó íà
ïðàâó êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êå C(5, 0) è D(8,−1).

Ðåøå»å: Jåäíà÷èíà ïðàâå p îäðå¢åíå äâåìà òà÷êàìà jå

y − y1 =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x1),

ïà jå çà òà÷êå C(5, 0) è D(8,−1) jåäíà÷èíà îäãîâàðàjó£å ïðàâå

y − 0 =
−1− 0

8− 5
(x− 5),

îäíîñíî x + 3y − 5 = 0. Êîåôèöèjåíò ïðàâöà ïðàâå p jå kp = −1
3
. Ïðàâà

n êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó A è íîðìàëíà jå íà ïðàâó p èìà jåäíà÷èíó
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y − (−2) = kn(x − 1) ãäå jå kn = − 1
kp

= 3, ïà jåäíà÷èíà ïðàâå n ãëàñè

y + 2 = 3(x− 1) îäíîñíî y − 3x+ 5 = 0.

Ðåøàâà»åì ñèñòåìà

{
x+ 3y − 5 = 0
−3x+ y + 5 = 0

äîáèjàìî êîîðäèíàòå òà÷êå ïðå-

ñåêà S(2, 1) ïðàâèõ p è n. Êîîðäèíàòå òà÷êå B äîáèjàjó ñå èç óñëîâà
äà jå jå S ñðåäèøòå äóæè AB. Äàêëå, èç xs = xA+xB

2
äîáèjà ñå äà jå

xB = 4 − 1 = 3, èç yS = yA+yB
2

äà jå ys = 2 + 2 = 4. Òðàæåíà òà÷êà jå
B(3, 4).

2. Òà÷êå D(0, 0), E(3, 0) è F (0, 4) ñó ñðåäèøòà ñòðàíèöà òðîóãëà ABC.
Èçðà÷óíàòè ïîâðøèíó òîã òðîóãëà.

Ðåøå»å: Íåêà jå D ñðåäèøòå ñòðàíèöå AB, E ñðåäèøòå ñòðàíèöå BC, à
F ñðåäèøòå ñòðàíèöå AC. Íåêà ñó êîîðäèíàòå òà÷àêà A(x1, y1), B(x2, y2)
è C(x3, y3), òàäà jå 0 = x1+x2

2
, 0 = y1+y2

2
, 3 = x2+x3

2
, 0 = y2+y3

2
, 0 = x1+x3

2
è

4 = y1+y3
2

. Îäàâäå jå x1 = −3, y1 = 4, x2 = 3, y2 = −4, x3 = 3, è y3 = −4,
ïà jå ïîâðøèíà òðîóãëà PABC = 1

2
| − 3(−4− 4) + 3(3− 3) + 3(4 + 4)| = 24.

3. Ïîêàçàòè äà jå òðîóãàî ñà òåìåíèìà A(−3,−3), B(−1, 3) è C(11,−1)
ïðàâîóãëè.

Ðåøå»å: Ïðâî òðåáà îäðåäèòè äóæèíå ñòðàíèöà è îíäà ïðèìåíèòè
Ïèòàãîðèíó òåîðåìó. Àêî jåäíàêîñò âàæè îíäà jå çàèñòà ðå÷ î ïðàâîóãëîì
òðîóãëó, à àêî íå îíäà äàòè òðîóãàî íèjå ïðàâîóãëè.

d(A,B) =
√

(−1 + 3)2 + (3 + 3)2 =
√

40,

d(A,C) =
√

(11 + 3)2 + (−1 + 3)2 =
√

200 è
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d(B,C) =
√

(11 + 1)2 + (−1− 3)2 =
√

160 , ïà ïðåìà Ïèòàãîðèíîj òåîðåìè:

(d(A,B))2 + (d(B,C))2 = 40 + 160 = 200 = (d(A,C))2, øòî ïîêàçójå äà jå
òðîóãàî ïðàâîóãëè.

4. Ïîâðøèíà òðîóãëà jå 3, äâà »åãîâà òåìåíà ñó A(3, 1) è B(1,−3).
Òåæèøòå òîã òðîóãëà ëåæè íà x-îñè. Îäðåäèòè êîîðäèíàòå òðå£åã
òåìåíà.

Ðåøå»å: Òåæèøòå èìà êîîðäèíàòå T (xT , 0), êîjå îäð¢ójåìî ïî ôîðìóëè
xT = x1+x2+x3

3
è yT = y1+y2+y3

3
.

Êàêî jå ïîâðøèíà òðîóãëà 3, äîáèjàìî

(1) 3 = 1
2
|3(−3 − y3) + (y3 − 1) + x3(1 + 3)| , a xT = 3+1+x3

3
è 0 = 1−3+y3

3

îäàêëå ñëåäè y3 = 2.

Àêî òî óâðñòèìî ó (1) äîáèjàìî

3 = 1
2
|3(−3 − 2) + (2 − 1) + x3(1 + 3)| = 1

2
| − 14 + 4x3| = | − 7 + 2x3| ={

−7 + 2x3, za − 7 + 2x3 > 0
7− 2x3, za − 7 + 2x3 < 0

. Îäàâäå äîáèjàìî äâå âðåäíîñòè çà x3 è

òî 5 è 2, ïà ñó êîîðäèíàòå òðå£åã òåìåíà (5, 2) èëè (2, 2).

Ïðåìà òîìå, ó îâîì çàäàòêó äîáèjàìî äâà òðîóãëà ñà òåìåíèìà A(3, 1),
B(1,−3) è C1(5, 2) èëè A(3, 1), B(1,−3) è C2(2, 2).

5. Íà£è jåäíà÷èíó ïðàâå q êîjà jå ñèìåòðè÷íà ïðàâîj p : 3x+4y−2 = 0
ó îäíîñó íà ïðàâó s : x− y + 8 = 0.

Ðåøå»å: Ïðàâå p è s íàïèøèìî ó åêñïëèöèòíîì îáëèêó p : y = −3
4
x+ 1

2

è s : y = x + 8 îäàêëå âèäèìî äà ñó »èõîâè êîåôèöèjåíòè ïðàâàöà

kp = −3
4
è ks = 1. Àêî jå k êîåôèöèjåíò ïðàâöà ïðàâå q, òàäà jå k−1

1+k
=

1+ 3
4

1− 3
4

òj. k = −4
3
.

Ðåøàâà»åì ñèñòåìà

{
3x+ 4y − 2 = 0
x− y + 8 = 0

äîáèjàìî ïðåñå÷íó òà÷êó ïðàâå

p è ïðàâå s, òj. P (−30
7
, 26

7
). Íà îñíîâó jåäíà÷èíå êðîç çàäàòó òà÷êó

äîáèjàìî y − 26
7

= −4
3

(
x+ 30

7

)
, òj. 4x+ 3y + 6 = 0.

6. Jåäíà÷èíå ïðàâèõ íà êîjèìà ëåæå äâå ñòðàíèöå ïàðàëåëîãðàìà ñó
2x− 3y+ 5 = 0 è 3x+ 2y− 7 = 0, à jåäíî òåìå òîã ïàðàëåëîãðàìà jå
A(2,−3). Íà£è jåäíà÷èíå ïðàâèõ íà êîjèìà ëåæå äðóãå äâå ñòðàíèöå
ïàðàëåëîãðàìà.
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Ðåøå»å: Êîåôèöèjåíòè ïðàâàöà äàòèõ ïðàâèõ ñó k1 = 2
3
è k2 = −3

2
,

òj. k1 = − 1
k2

øòî çíà÷è äà ñó çàäàòå ïðàâå íîðìàëíå. Äà§å, òðåáà íà£è
jåäíà÷èíå ïðàâèõ êîjå ñó íîðìàëíå íà çàäàòå ïðàâå è ñàäðæå òà÷êó A.
Ïðàâà êîjà jå íîðìàëíà íà ïðâó ïðàâó è ñàäðæè òà÷êó A èìà jåäíà÷èíó
y+ 3 = −3

2
(x− 2), îäíîñíî 3x+ 2y = 0. Ïðàâà êîjà jå íîðìàëíà íà äðóãó

ïðàâó è ñàäðæè òà÷êó A èìà jåäíà÷èíó
y + 3 = 2

3
(x− 2), îäíîñíî 2x− 3y − 13 = 0.

7. Îäðåäèòè jåäíà÷èíó êðóæíèöå êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êå A(2, 6),
B(7, 1) è C(5, 5).

Ðåøå»å: Jåäíà÷èíà êðóæíèöå jå îáëèêà (x−p)2+(y−q)2 = r2. Êîîðäè-
íàòå öåíòðà p è q è ïîëóïðå÷íèê r íàëàçèìî èç óñëîâà äà êîîðäèíàòå
òà÷àêà A, B è C çàäîâî§àâàjó jåäíà÷èíó êðóæíèöå, òj. èç ñèñòåìà
jåäíà÷èíà:

(2− p)2 + (6− q)2 = r2

(7− p)2 + (1− q)2 = r2

(5− p)2 + (5− q)2 = r2
.

Ðåøàâà»åì ñèñòåìà äîáèjàìî äà jå p = 2, q = 1 è r = 5, ïà jå jåäíà÷èíà
êðóæíèöå (x− 2)2 + (y − 1)2 = 52.

8. Jåäíà÷èíå äâà ïðå÷íèêà êðóæíèöå ñó x+y−14 = 0 è 2x−3y+32 = 0.
Íà£è jåäíà÷èíó òå êðóæíèöå àêî îíà ïðîëàçè êðîç êîîðäèíàòíè
ïî÷åòàê.

Ðåøå»å: Êîîðäèíàòå öåíòðà êðóæíèöå äîáèjàìî ó ïðåñåêó ïðå÷íèêà
òå êðóæíèöå, òj. ðåøå»ó ñèñòåìà jåäíà÷èíà:{

x+ y − 14 = 0
2x− 3y + 32 = 0

. Ðåøå»å ñèñòåìà jå x = 6 è y = 8. Ñ îáçèðîì äà

êðóæíèöà ñàäðæè êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê, èç jåäíà÷èíå êðóæíèöå äîáèjàìî
jåäíà÷èíó (0− 6)2 + (0− 8)2 = r2 îäàêëå ñëåäè r2 = 100 òj. r = 10.

9. Íà£è jåäíà÷èíó êðóæíèöå ÷èjè jå öåíòàð C(8, 6) òàêî äà jå ïðàâà
5x− 12y − 46 = 0 »åíà òàíãåíòà.

Ðåøå»å: Jåäíà÷èíà çàäàòå êðóæíèöå jå (x − 8)2 + (y − 6)2 = r2, à »åí
ïîëóïðå÷íèê îäðå¢ójåìî èç ÷è»åíèöå äà jå ïðàâà 5x− 12y− 46 = 0 »åíà
òàíãåíòà. Ïðîíà¢èìî êîåôèöèjåíò ïðàâöà è ñëîáîäíè êîåôèöèjåíò ïðàâå
è óâðñòèìî ó óñëîâ äîäèðà ïðàâå è êðóæíèöå. Êîåôèöèjåíò ïðàâöà jå
k = 5

12
, ñëîáîäíè êîåôèöèjåíò òàíãåíòå jå n = −23

6
, ïà ìîðà äà âàæè
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(
6− 5

12
· 8 + 23

6

)2
= r2

(
1 +

(
5
12

)2)
îäàêëå ñëåäè r2 = 36 òj. r = 6, ïà jå

jåäíà÷èíà êðóæíèöå (x− 8)2 + (y − 6)2 = 36.

10. Íà£è óãàî ïîä êîjèì ñå ñåêó êðóæíèöå: (x − 3)2 + (y − 1)2 = 8 è
(x− 2)2 + (y + 2)2 = 2.

Ðåøå»å: Óãàî ïîä êîjèì ñå ñåêó êðóæíèöå jå óãàî ïîä êîjèì ñå ñåêó
òàíãåíòå íà êðóæíèöå ó ïðåñå÷íèì òà÷êàìà êðóæíèöà. Çàòî ïðâî ìîðàìî
äà ïðîíà¢åìî ïðåñåêå êðóæíèöà. Òå ïðåñåêå ïðîíàëàçèìî ðåøàâà»åì

ñèñòåìà jåäíà÷èíà

{
(x− 3)2 + (y − 1)2 = 8
(x− 2)2 + (y + 2)2 = 2

. Ñèñòåì ðåøàâàìî êâàäðè-

ðà»åì áèíîìà è îäóçóìà»åì ïðâå jåäíà÷èíå îä äðóãå ïà äîáèjàìî äà
âàæå ñëåäå£å åêâèâàëåíöèjå:{

(x− 3)2 + (y − 1)2 = 8
(x− 2)2 + (y + 2)2 = 2

⇔
{
x2 − 6x+ 9 + y2 − 2y + 1 = 8
x2 − 4x+ 4 + y2 + 4y + 4 = 2

⇔

⇔
{
x2 + y2 − 6x− 2y = −2
x2 + y2 − 4x+ 4y = −6

⇔
{
x2 + y2 − 6x− 2y = −2

2x+ 6y = −4
⇔

⇔
{
x2 + y2 − 6x− 2y = −2

x+ 3y = −2

Óâðøòàâà»åì äðóãå jåäíà÷èíå ó ïðâó äîáèjàìî êâàäðàòíó jåäíà÷èíó
÷èjèì ðåøàâà»åì äîáèjàìî äâå ïðåñå÷íå òà÷êå T1

(
17
5
,−9

5

)
è T2(1,−1).

Îäðåäèìî jåäíà÷èíå òàíãåíòè çàäàòèõ êðóæíèöà ó çàjåäíè÷êîj òà÷êè T2.
(1− 3)(x− 3) + (−1− 1)(y − 1) = 8 è (1− 2)(x− 2) + (−1 + 2)(y + 2) = 2.
Îäàâäå äîáèjàìî jåäíà÷èíå òàíãåíòè y = −x è y = x− 2. Êîåôèöèjåíòè
ïðàâàöà ñó k1 = −1 è k2 = 1. Êàêî jå k1 = − 1

k2
çàê§ó÷ójåìî äà jå óãàî

èçìå¢ó òàíãåíòè ϕ = π
2
. Èñòî áè äîáèëè äà ñìî ïîñìàòðàëè òàíãåíòå êîjå

ñàäðæå òà÷êó T1.

11. Îäðåäèòè jåäíà÷èíó åëèïñå êîä êîjå jå ñóìà ïîëóîñà jåäíàêà 36, à
ðàñòîjà»å ìå¢ó ôîêóñèìà êîjè ëåæå íà x-îñè jåäíàêî 48.

Ðåøå»å: Èç ïîñòàâêå èìàìî äà jå a + b = 36, e = 24. Èç a2 = b2 + e2

äîáèjàìî äà âàæè äà jå a2 = (36 − a)2 + 242 a îäàâäå äà jå
a2 = 1296 − 72a + a2 + 576 îäàêëå ñëåäè äà jå a = 26. Èç ðåëàöèjå
b =

√
a2 − e2 äîáèjàìî äà jå b = 10, ïà jå îäàòëå jåäíà÷èíà åëèïñå

100x2 + 676y2 = 67600.
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12. Íà£è jåäíà÷èíó åëèïñå ñ ôîêóñèìà íà x-îñè ÷èjå ñó òàíãåíòå ïðàâå
3x− 2y − 20 = 0 è x+ 6y − 20 = 0.

Ðåøå»å: Èç åêñïëèöèòíèõ îáëèêà ïðàâèõ y = 3
2
x − 10 è y = −1

6
x + 10

3

äîáèjàìî êîåôèöèjåíòå k1 = 3
2
è n1 = −10 çà ïðâó ïðàâó è −1

6
è 10

3
çà

äðóãó ïðàâó. Íà îñíîâó óñëîâà äîäèðà òàíãåíòå è åëèïñå äîáèjàìî ñèñòåì
jåäíà÷èíà{

(−10)2 =
(
3
2

)2
a2 + b2(

10
3

)2
=
(
−1

6

)2
a2 + b2

,

÷èjèì ðåøàâà»åì äîáèjàìî äà jå a2 = 40 è b2 = 10, òàêî äà jå òðàæåíà
jåäíà÷èíà åëèïñå 10x2 + 40y2 = 400, îäíîñíî x2 + 4y2 = 40.

13. Îäðåäèòè jåäíà÷èíå òàíãåíòè åëèïñå x2 + 4y2 = 100 ïîâó÷åíèõ èç
òà÷êå A(2, 7).

Ðåøå»å: Íåêà jå y = kx + n òðàæåíà jåäíà÷èíà òàíãåíòå íà åëèïñó
x2 + 4y2 = 100 êîjó ìîæåìî çàïèñàòè è ó êàíîíñêîì îáëèêó x2

102
+ y2

52
= 1.

Óñëîâ äîäèðà îâå åëèïñå è ïðàâå y = kx + n jå 100k2 + 25 = n2. Òà÷êà
A(2, 7) ïðèïàäà ïðàâîj y = kx + n ïà jå 7 = 2k + n. Ðåøàâà»åì ñèñòåìà

jåäíà÷èíà

{
7 = 2k + n

100k2 + 25 = n2 äîáèjàìî äâà ðåøå»à: k1 = 3
8
è n1 = 25

4
èëè

k2 = −2
3
è n2 = 25

3
, ïà ñó jåäíà÷èíå òðàæåíèõ òàíãåíòè t1 : 3x−8y+50 = 0

è t2 : 2x+ 3y − 25 = 0.

14. Íà åëèïñó b2x2+a2y2 = a2b2 ïîâó÷åíå ñó òàíãåíòå ó êðàj»èì òà÷êàìà
âåëèêå îñå. Äîêàçàòè äà jå ïðîèçâîä îäñå÷àêà íà òèì òàíãåíòàìà
êîjå îäñåöà áèëî êîjà òàíãåíòà åëèïñå êîíñòàíòàí è jåäíàê b2.

Ðåøå»å: Òàíãåíòå ó êðàj»èì òà÷êàìà âåëèêå îñå ñó: x = ±a à jåäíà÷èíà
òàíãåíòå ó ïðîèçâî§íîj òà÷êè M(x1, y1) je b

2xx1 + a2yy1 = a2b2, à îäàâäå
äîáèjàìî y êîîðäèíàòå ïðåñå÷íèõ òà÷àêà ñà ïðàâàìà x = a è x = −a :
b2(a−x1)
ay1

è b2(a+x1)
ay1

à »èõîâ ïðîèçâîä jå b2 øòî ñå ïîêàçójå êîðèø£å»åì
x21
a2

+
y21
b2

= 1.

15. Íà£è òà÷êó êðèâå 2x2 + y2 = 3 êîjà jå íàjìà»å óäà§åíà îä ïðàâå
2x− y + 4 = 0.

Ðåøå»å: Ïðâî òðàæèìî òà÷êó äîäèðà åëèïñå è »åíå òàíãåíòå êîjà jå
ïàðàëåëíà äàòîj ïðàâîj p : 2x− y + 4 = 0. Êîåôèöèjåíò ïðàâöà òàíãåíòå
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jåäíàê jå êîåôèöèjåíòó äàòå ïðàâå p. Èç åêñïëèöèòíå jåäíà÷èíå ïðàâå p
êîåôèöèjåíò ïðàâöà ïðàâå jå kp = 2, ïà jå è kt = 2.

Èç êàíîíñêîã îáëèêà åëèïñå x2
3
2

+ y2

3
= 1 äîáèjå ñå a2 = 3

2
è b2 = 3.

Èç óñëîâà äîäèðà n2 = a2k2 + b2, ãäå jå k = 2, äîáèjàìî äà jå n2 = 9.
Jåäíà÷èíå òàíãåíòè ñó: t1 : y = 2x + 3 è t2 : y = 2x − 3. Ðåøàâà»åì

ñèñòåìà

{
2x2 + y2 = 3
2x− y = 3

è

{
2x2 + y2 = 3
2x− y = −3

äîáèjàìî òà÷êå äîäèðà P1(−1, 1)

è P2(1,−1). Ðàñòîjà»å îâèõ òà÷àêà îä ïðàâå p : 2x − y + 4 = 0 ñó

d(P1, p) = |2(−1)−1+4|√
4+1

= 1√
5
è d(P2, p) = |2·1+1+4|√

4+1
= 7√

5
. Ïðåìà òîìå, òà÷êà

P1(−1, 1) jå òà÷êà åëèïñå êîjà jå íàjáëèæà äàòîj ïðàâîj p.

16. Íà£è jåäíà÷èíå ïðàâèõ êîjå ïðîëàçå êðîç òà÷êóA(−5, 2) è ïàðàëåëíå
ñó àñèìïòîòàìà õèïåðáîëå 9x2 − 4y2 = 36.

Ðåøå»å: Jåäíà÷èíå àñèìïòîòà ñó y = ±3
2
x, ïà ïðàâå ïàðàëåëíå ñà òèì

àñèìïòîòàìà èìàjó jåäíà÷èíó y = ±3
2
x + b. Áóäó£è äà ïðîëàçå êðîç

òà÷êó A, äîáè£åìî 2 = ±3
2
(−5) + b, îäàêëå jå b = 2∓ 3

2
(−5), ïà jå b1 = 19

2

è b2 = −11
2
, à jåäíà÷èíå ïðàâèõ ñó 3x− 2y + 19 = 8 è 3x+ 2y + 11 = 0.

17. Íà êðèâîj 3x2 − 4y2 = 72 îäðåäèòè òà÷êó íàjáëèæó ïðàâîj
p : 3x+ 2y + 1 = 0.

Ðåøå»å: Òðàæåíà òà÷êà jå òà÷êà äîäèðà òàíãåíòå êîjà jå ïàðàëåëíà
äàòîj ïðàâîj p è õèïåðáîëå. Êàêî jå êîåôèöèjåíò ïðàâöà ïðàâå kp = −3

2
,

òî jå êîåôèöèjåíò ïðàâöà òàíãåíòå kt = −3
2
. Èç óñëîâà äîäèðà âàæè äà jå

24
(
−3

2

)2−18 = n2. Äîáèjà ñå n = ±6, ïà ñó jåäíà÷èíå òàíãåíòè õèïåðáîëå
t1 : 3x + 2y − 12 = 0 è t2 : 3x + 2y + 12 = 0. Ðåøàâà»åì ñèñòåìà{

3x2 − 4y2 = 72
3x+ 2y = 12

è

{
3x2 − 4y2 = 72
3x+ 2y = −12

äîáèjàjó ñå òà÷êå äîäèðà P1(6,−3)

è P2(−6, 3). Íà îñíîâó ôîðìóëà çà ðàñòîjà»å òà÷êå îä ïðàâå äîáèjàìî

d(P1, p) = |3·6−2·3+1|√
9+4

= 13√
13
è d(P2, p) = |−3·6+2·3+1√

9+4
= 11√

13
, îäàêëå ñå âèäè äà

jå òà÷êà P2(−6, 3) òðàæåíà òà÷êà.

18. Îäðåäèòè m òàêî äà ïðàâà y = 5
2
x+m ñå÷å õèïåðáîëó

36x2 − 9y2 = 324.

Ðåøå»å: Äà áèñìî îäðåäèëè m òðåáà ðåøàâàòè ñèñòåì jåäíà÷èíà{
36x2 − 9y2 = 324
y = 5

2
x+m

, îäàâäå jå 36x2 − 9
(
5
2
x+m

)2
= 324, îäíîñíî
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36x2 − 9
(
25
4
x2 + 5mx+m2

)
− 324 = 0. Îäàòëå ñëåäè äà âàæè jåäíà÷èíà

9x2+20mx+4m2+144 = 0. Äà áè ïðàâà ñåêëà õèïåðáîëó, äèñêðèìèíàíòà
ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå ìîðà áèòè ïîçèòèâíà (D > 0), òj.

D = 400m2−36(4m2+144) = 400m2−144m2−144·36 = 256m2−144·36 > 0.

Îäàâäå jå −9
2
< m < 9

2
.

19. Çàäàòà jå ïàðàáîëà ñà òåìåíîì ó êîîðäèíàòíîì ïî÷åòêó êîjà jå
ñèìåòðè÷íà ñà x-îñîì è ïðîëàçè êðîç òà÷êó A(1

3
, 4). Íà£è jåäíà÷èíó

òå ïàðàáîëå è óäà§åíîñò ôîêóñà îä òà÷êå A.

Ðåøå»å: Òðàæåíà jåäíà÷èíà ïàðàáîëå èìà îáëèê y2 = 2px. Êàêî òà÷êà
A ïðèïàäà ïàðàáîëè äîáè£åìî äà jå 42 = 2p1

3
, à îäàâäå jå p = 24, òàêî äà

jå y2 = 2 · 24 · x, îäíîñíî y2 = 48x òðàæåíà jåäíà÷èíà ïàðàáîëå.

Òà÷êà F (12, 0) jå ôîêóñ, ïà jå d(A,F ) =
√(

12− 1
3

)2
+ (0− 4)2 = 37

3
.

20. Êðîç òà÷êó P (5, 2) ïîâó÷åíà jå òåòèâà ïàðàáîëå y2 = 4x, êîjà jå
òîì òà÷êîì ïðåïîëîâ§åíà. Íà£è jåäíà÷èíó êðóæíèöå êîjà ïðîëàçè
êðîç êðàj»å òà÷êå ïîìåíóòå òåòèâå è êðîç ïðåñåê îíèõ òàíãåíàòà
ïàðàáîëå êîjå ñó ïîâó÷åíå ó êðàj»èì òà÷êàìà òåòèâå.

Ðåøå»å: Èç óñëîâà äà òà÷êà P ñðåäèíà òåòèâå äîáèjà ñå äà ñó êðàj»å
òà÷êå òåòèâå A(9, 6) è B(1,−2). Jåäíà÷èíå òàíãåíòè ó òèì òà÷êàìà ñó
yy0 = p(x + x0), òj. y · 6 = 2(x + 9) îäàêëå ñëåäè äà jå 6y = 2x + 18 òj.
x − 3y + 9 = 0 è y · (−2) = 2(x + 1) îäàêëå jå x + y + 1 = 0. Ðåøàâà»åì

ñèñòåìà jåäíà÷èíà

{
x− 3y + 9 = 0
x+ y + 1 = 0

äîáèjàìî äà jå x = −3 è y = 2

øòî ïðåäñòàâ§à êîîðäèíàòå »èõîâå ïðåñå÷íå òà÷êå C(−3, 2). Jåäíà÷èíà
òðàæåíå êðóæíèöå jå x2 + y2 − 6x− 8y − 15 = 0.

21. Ïîä êîjèì óãëîì òðåáà äà jå íàãíóòà ïðåìà îñè ïàðàáîëå y2 = 2px
îíà »åíà òåòèâà êîjà ïðîëàçè êðîç æèæó äà áè »åíà äóæèíà áèëà
÷åòðè ïóòà âå£à îä äóæèíå ïàðàìåòðà p? Êàêî ãëàñè jåäíà÷èíà òå
òåòèâå è êîëèêè óãàî ÷èíå ìå¢ó ñîáîì òàíãåíòå ïàðàáîëå ïîâó÷åíå
ó »åíèì êðàj»èì òà÷êàìà?

Ðåøå»å: Jåäíà÷èíà òåòèâå êîjà ïðîëàçè êðîç æèæó äàòå ïàðàáîëå jå
y = k(x − p

2
), à êîîðäèíàòå »åíèõ ïðåñå÷íèõ òà÷àêà ñà ïàðàáîëîì ñó

x1,2 = p(k2+2)±2p
√
k2+1

2k2
è y = p±

√
k2+1
k

. Äóæèíà òåòèâå jå
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(
p(k2 + 2) + 2p

√
k2 + 1− p(k2 + 2) + 2p

√
k2 + 1

2k2

)2

+

+

(
p+ p

√
k2 + 1− p− p

√
k2 + 1

k

)2

= 16p2

èëè ïîñëå ñðå¢èâà»à 3k4−2k2−1 îäàêëå jå k2 = 1 è k2 = −1
3
, òj. k = ±1,

ïà jå jåäíà÷èíà òåòèâå 2x−2y−p = 0 èëè 2x+2y−p = 0 è íàãíóòà jå ïðåìà
îñè ïàðàáîëå ïîä óãëîì îä α = 45°, à êîåôèöèjåíòè ïðàâàöà òàíãåíàòà ó
òèì òà÷êàìà ñó k1,2 = k

1±
√
k2+1

= 1
1±
√
2
è k1 · k2 = −1⇒ α = 90°.

22. Íà ïàðàáîëè x2 = 8y ïîâó÷åíà jå òàíãåíòà ïàðàëåëíî ñà ïðàâîì
4x − y − 32 = 0, ïà jå èç æèæå ñïóøòåíà íîðìàëà íà òàíãåíòó.
Îäðåäèòè: à) ïîâðøèíó òðîóãëà ÷èjà ñó òåìåíà æèæà ïàðàáîëå,
äîäèðíà òà÷êà ïîìåíóòå ïàðàáîëå è ïðåñå÷íà òà÷êà òàíãåíòå ñà
íîðìàëîì ñïóøòåíà èç æèæå íà òàíãåíòó è jåäíà÷èíå »åãîâèõ ñòðà-
íà; á) jåäíà÷èíó êðóæíèöå îïèñàíå îêî òðîóãëà.

Ðåøå»å:
a) Jåäíà÷èíà ïðàâå ïàðàëåëíå ñà äàòîì ïðàâîì jå y = 4x + n, à äà áè
äîäèðèâàëà ïàðàáîëó òðåáà äà âàæè óñëîâ äîäèðà òj. 25x+8n = 0, îäàêëå
jå n = 32, ïà jå jåäíà÷èíà òàíãåíòå: 4x−y−32 = 0, à »åíà äîäèðíà òà÷êà
jåM(16, 32). Òåìåíà òðîóãëà ñó F (0, 2), A(8, 0) èM(16, 32), ïà jå òðàæåíà
ïîâðøèíà òðîóãëà P = 136.
á) jåäíà÷èíå ñòðàíà òðîóãëà ñó FA : x+ 4y− 8 = 0, AM : 4x− y− 32 = 0
è 15x− 8y + 16 = 0. Jåäíà÷èíà îïèñàíå êðóæíèöå jå :
(x− 8)2 + (y − 17)2 = 289.
(jåäíà÷èíà êðóæíèöå êðîç òðè òà÷êå)

Çàäàöè çà âåæáó

1. Íåêà ñó A(−2, 5) è B(4, 17) êðàj»å òà÷êå äóæè AB. Íà òîj äóæè
íà£è êîîðäèíàòå òà÷êå C çà êîjå jå d(A,C) = 2d(B,C).
Ðåçóëòàò: C(8, 2).

2. Îäðåäèòè îðòîãîíàëíó ïðîjåêöèjó òà÷êå T (−6, 4) íà ïðàâó
4x− 5y + 3 = 0.
Ðåçóëòàò: T ′(−4,−1).
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3. Íà£è jåäíà÷èíó ïðàâå êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó A(2,−4) è óäà§åíà
jå îä êîîðäèíàòíîã ïî÷åòêà 2.
Ðåçóëòàò: 3x+ 4y + 10 = 0.

4. Ó jåäíàêîêðàêîì ïðàâîóãëîì òðîóãëó ABC çàäàòå ñó êîîðäèíàòå
òåìåíà A(2, 6), èç êîjå jå îøòðè óãàî è jåäíà÷èíà êàòåòå
BC : x− 7y + 15 = 0. Îäðåäèòè jåäíà÷èíå äðóãèõ äâåjó ñòðàíèöà.
Ðåçóëòàò: y − 6 = 4

3
(x− 2) è y − 6 = −4

3
(x− 2).

5. Çàäàòå ñó ïðàâå p : 2x−y−11 = 0, q : x−y−7 = 0 è r : 3x+2y+2 = 0.
Íà£è ïðàâó s, êîjà ïðîëàçè êðîç ïðåñå÷íó òà÷êó ïðàâèõ p è q, è
à) òà÷êó A(2, 3),
á) ïàðàëåëíà jå ïðàâîj r,
â) íîðìàëíà jå íà ïðàâó r.
Ðåçóëòàò: a) 3x+ y− 9 = 0, á) 3x+ 2y− 6 = 0, â) 2x− 3y− 17 = 0.

6. Íà ïðàâîj x + y + 2 = 0 îäðåäèòè òà÷êó ïîäjåäíàêî óäà§åíó îä
òà÷àêà A(1,−2) è B(3, 6).
Ðåçóëòàò: M(−6, 4).

7. Îäðåäèòè êîîðäèíàòå öåíòðà è ïîëóïðå÷íèê êðóæíèöå
x2 + 4x+ y2 − 2y + 20

9
= 0.

Ðåçóëòàò: C(−2, 1), r = 5
3
.

8. Íà£è jåäíà÷èíó êðóæíèöå êîjà ñàäðæè òà÷êó A(3, 4) è äîäèðójå
ïðàâó x− y − 1 = 0, ñ òèì äà jå ïîëóïðå÷íèê r =

√
2.

Ðåçóëòàò: (x− 2)2 + (y − 3)2 = 2 è (x− 4)2 + (y − 5)2 = 2.

9. Èç òà÷êå A(1, 6) ïîâó÷åíå ñó òàíãåíòå íà êðóæíèöó
x2 + y2 + 2x− 19 = 0. Îäðåäèòè jåäíà÷èíå òèõ òàíãåíòè.
Ðåçóëòàò: t1 : y = −2x+ 8, t2 : y = 1

2
x+11

2
.

10. Äàòà jå jåäíà÷èíà åëèïñå 9x2 + 25y2 = 225. Îäðåäèòè:
à) ïîëóîñå åëèïñå,
á) åêñöåíòðèöèòåò,
â) êîîðèíàòå ôîêóñà.
Ðåçóëòàò: à) a = 5, b = 3, á) ε = 3

5
, â) F1(−4, 0), F2(4, 0).

11. Îäðåäèòè ïîâðøèíó òðîóãëà ÷èjà ñå äâà òåìåíà íàëàçå ó ôîêóñèìà
åëèïñå x2+4y2 = 36, à òðå£å ó îíîj òà÷êè ó êîjîj ñó ðàäèjóñ âåêòîðè
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r1 è r2 íîðìàëíè.
Ðåçóëòàò: P = 9.

12. Ïîä êîjèì óãëîì ñå âèäè åëèïñà x2 + 2y2 = 6 èç öåíòðà êðóæíèöå
x2 + y2 − 2x− 8y + 16 = 0.
Ðåçóëòàò: Òî jå óãàî èçìå¢ó òàíãåíòè íà åëèïñó êîjå ñàäðæå öåíòàð
êðóæíèöå 66°2'14".

13. Îäðåäèòè ïàðàìåòàð m òàêî äà ïðàâà x + 2y = m áóäå òàíãåíòà
åëèïñå x2 + 2y2 = 12.
Ðåçóëòàò: m = ±6.

14. Íà êðèâîj x2 + 2y2 = 9 îäðåäèòè òà÷êó íàjáëèæó ïðàâîj
x− 4y − 10 = 0.
Ðåçóëòàò: P (1,−2).

15. Ñóìà ïîëóîñà õèïåðáîëå jå 17, à åêñåíòðèöèòåò ε = 13
12
. Îäðåäèòè:

à) jåäíà÷èíó õèïåðáîëå,
á) êîîðäèíàòå ôîêóñà,
â) àñèìïòîòå õèïåðáîëå.
Ðåøå»å: à) 25x2−144y2 = 3600, á) F1(−13, 0), F2(13, 0), â) y = ± 5

12
x

16. Îäðåäèòè m òàêî äà ïðàâà y = 5
2
x + m áóäå òàíãåíòà õèïåðáîëå

36x2 − 9y2 = 324.
Ðåçóëòàò: m = ±9

2
.

17. Íà£è jåäíà÷èíó õèïåðáîëå ÷èjå ñó àñèìïòîòå ïðàâå y = ±1
2
x è êîjà

ñàäðæè òà÷êó A(8, 2
√

3).

Ðåçóëòàò: x2

16
− y2

4
= 1.

18. Îäðåäèòè óäà§åíîñò îä öåíòðà êðóæíèöå x2 + y2 + 6x+ 2y − 5 = 0
äî àñèìïòîòà õèïåðáîëå 9x2 − 16y2 = 144.
Ðåçóëòàò: d1 = 1, d2 = 2, 6.

19. Ó jåäíà÷èíè ïàðàáîëå y2 = 2px îäðåäèòè âðåäíîñò ïàðàìåòðà p,
òàêî äà îíà ïðîëàçè êðîç òà÷êóA(1, 4) è íà£è çàòèì äóæèíó ðàäèjóñ
âåêòîðà òà÷êå A.
Ðåçóëòàò: p = 8, r = 5.
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20. Íà ïàðàáîëè y2 = 32x ðàñòîjà»å îä òà÷êå A äî òà÷êå B jå 10. Íà£è
jåäíà÷èíó êðóæíèöå ÷èjè jå ïðå÷íèê îäñå÷àê AB.
Ðåçóëòàò: (x− 2)2 + y2 = 64.

21. Òåìå ïàðàáîëå ëåæè íà êðàjó jåäíîã ïðå÷íèêà êðóæíèöå
x2 + y2 = 9. Íà£è jåäíà÷èíó ïàðàáîëå àêî ïðàâà êîjà ïðîëàçè
ïðåñå÷íèì òà÷êàìà êðóæíèöå è ïàðàáîëå èìà jåäíà÷èíó y − 2 = 0.
Ðåçóëòàò: x2 = y + 3 èëè y2 = −5(y − 3).
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14 Àðèòìåòè÷êè è ãåîìåòðèjñêè íèçîâè

Ïðîãðåñèjà jå a1, a2, a3, . . . , an, . . . íèç áðîjåâà ãäå ñå n-òè ÷ëàí íèçà an
ìîæå îäðåäèòè íà îñíîâó ïðåòõîäíîã n − 1 ÷ëàíà. Òî çíà÷è äà jå an =
f(an−1). Ó çàâèñíîñòè îä ôóíêöèjå f(x) ðàçëèêójåìî ðàçíå âðñòå íèçîâà.
Íàj÷åø£å ñå êîðèñòå àðèòìåòè÷êà è ãåîìåòðèjñêà ïðîãðåñèjà. Êàäà ïðè-
÷àìî î ÷ëàíîâèìà íèçà an ïîäðàçóìåâà äà jå n ∈ N.

14.1 Àðèòìåòè÷êà ïðîãðåñèjà

Àêî jå an = an−1 + d òàäà êàæåìî äà jå íèç áðîjåâà a1, a2, a3, . . . , an, . . .
àðèòìåòè÷êà ïðîãðåñèjà. Áðîj d íàçèâàìî ðàçëèêîì (èëè äèôåðåíöèjîì)
àðèòìåòè÷êå ïðîãðåñèjå. Ïðîèçâî§íè n-òè ÷ëàí àðèòìåòè÷êå ïðîãðåñèjå
ñå ìîæå èçðà÷óíàòè ïî ôîðìóëè an = a1 + (n−1) ·d. Ìîæåìî ïðèìåòèòè
äà âàæè è äà jå an− an−1 = d, n > 1. Çáèð ïðâèõ n ÷ëàíîâà àðèòìåòè÷êå
ïðîãðåñèjå ñå ìîæå èçðà÷óíàòè ïî ôîðìóëè Sn = a1+an

2
·n = 2a1+(n−1)·d

2
·n.

Çà àðèòìåòè÷êè íèç âàæè è îñîáèíà äà jå ñâàêè ÷ëàí ïðîãðåñèjå jåäíàê
àðèòìåòè÷êîj ñðåäèíè ÷ëàíîâà êîjè ñó ïîäjåäíàêî óäà§åíè îä »åãà (àêî
òàêâè ïîñòîjå), òj. an = an−k+an+k

2
ãäå jå n ≥ 2, k < n.

14.2 Ãåîìåòðèjñêà ïðîãðåñèjà

Àêî jå an = an−1 · q ãäå jå a1 6= 0 è q 6= 0 òàäà êàæåìî äà jå íèç
áðîjåâà a1, a2, a3, . . . , an, . . . ãåîìåòðèjñêà ïðîãðåñèjà. Áðîj q íàçèâàìî
êîëè÷íèêîì ãåîìåòðèjñêîã íèçà. Ïðîèçâî§íè n-òè ÷ëàí ãåîìåòðèjñêå
ïðîãðåñèjå ñå ìîæå èçðà÷óíàòè ïî ôîðìóëè an = a1 · qn−1. Ìîæåìî
ïðèìåòèòè äà âàæè è äà jå an

an−1
= q, n > 1. Çáèð ïðâèõ n ÷ëàíîâà

ãåîìåòðèjñêå ïðîãðåñèjå ñå ìîæå èçðà÷óíàòè ïî ôîðìóëè Sn = a1
1−qn
1−q , ãäå

jå q 6= 1. Ñëè÷íî àðèòìåòè÷êîj ïðîãðåñèjè ïîñòîjè âåçà è ó ãåîìåòðèjñêîj
ïðîãðåñèjè èçìå¢ó ÷ëàíà è ÷ëàíîâà êîjè ñó ïîäjåäíàêî óäà§åíè ñà ëåâå
è ñà äåñíå ñòðàíå: ñâàêè ÷ëàí ãåîìåòðèjñêå ïðîãðåñèjå jå ãåîìåòðèjñêà
ñðåäèíà ÷ëàíîâà êîjè ñó ïîäjåäíàêî óäà§åíè îä »åãà àêî òàêâè ÷ëàíîâè
ïîñòîjå, òj. a2n = an−k · an+k ãäå jå n ≥ 2, k < n.

Ðåøåíè çàäàöè:

1. Çàäàò jå íèç 1, 4, 7, 10, .... Íà£è 25. ÷ëàí è ñóìó ïðâèõ 25 ÷ëàíîâà
íèçà.
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Ðåøå»å: Çàäàòè íèç jå àðèòìåòè÷êè íèç ãäå jå d = 3 è a1 = 1 òàêî äà
jå a25 = a1 + (25− 1) · d = 1 + 24 · 4 = 73 è
s25 = 25

2
(a1 + a25) = 25

2
(1 + 73) = 25 · 37 = 925.

2. Îäðåäèòè ñóìó ñâèõ äâîöèôðåíèõ ïðèðîäíèõ áðîjåâà.

Ðåøå»å: Èç óñëîâà çàäàòêà ñëåäè äà jå a1 = 10 è a90 = 99, ïà jå
s90 = 90

2
(10 + 99) = 45 · 109 = 4905.

3. Äåâåòè ÷ëàí àðèòìåòè÷êîã íèçà jå ïåò ïóòà âå£è îä äðóãîã ÷ëàíà, à
ïðè äå§å»ó òðèíàåñåòîã ÷ëàíà ñà ÷åñòèì ÷ëàíîì äîáèjà ñå êîëè÷íèê
2 è îñòàòàê 5. Êîjè jå òî íèç?

Ðåøå»å: Ïðåìà óñëîâó çàäàòêà âàæè äà jå

{
a9 = 5 · a2

a13 = 2a6 + 5
. Îäàòëå

âàæè åêâèâàëåíöèjà{
a1 + 8d = 5 · (a1 + d)

a1 + 12d = 2(a1 + 5d) + 5
⇔
{

3d = 4a1
2d− 5 = a1

. Ðåøàâà»åì ïðåòõîäíîã

ñèñòåìà äîáèjàìî

{
d = 4
3 = a1

, ïà jå òðàæåíè íèç 3, 7, 11, 15, ...

4. Òðè áðîjà ÷èíå àðèòìåòè÷êè íèç, òàêî äà »èõîâà ñóìà èçíîñè 6, à
ñóìà »èõîâèõ êâàäðàòà jå 110. Íà£è òàj íèç.

Ðåøå»å: Íåêà ñó a− d, a è a+ d òðè ÷ëàíà íèçà. Îäàòëå jå »èõîâ çáèð
a− d + a + a + d = 6 è (a− d)2 + a2 + (a+ d)2 = 110. Îâå äâå jåäíà÷èíå

îáðàçójó ñèñòåì

{
3a = 6

3a2 + 2d2 = 110
÷èjèì ðåøàâà»åì äîáèjàìî a = 2 a

äðóãà jåäíà÷èíà jå ïî óâðøòàâà»ó (2− d)2 + 4 + (2 + d)2 = 110, îäíîñíî
2d2 + 12 = 110. Îäàâäå jå d = ±7 òàêî äà jå òàj íèç −5, 2, 9.

5. Òðå£è ÷ëàí àðèòìåòè÷êîã íèçà jå 9, à ðàçëèêà èçìå¢ó ñåäìîã è
äðóãîã ÷ëàíà jå 20. Êîëèêî ÷ëàíîâà íèçà òðåáà ñàáðàòè äà áè
»èõîâà ñóìà áèëà 91?

Ðåøå»å: Èç óñëîâà çàäàòêà âàæè äà jå

{
a7 − a2 = 20

a3 = 9
îäàêëå ñëåäè äà

jå

{
a1 + 6d− a1 − d = 20

a1 + 2d = 9
÷èjèì ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî ñèñòåì jåäíà÷èíà{

5d = 20
a1 + 2d = 9

. Ðåøàâà»åì ïðåòõîäíîã ñèñòåìà äîáèjàìî ðåøå»à

108



{
d = 4,
a1 = 1.

. Èç ôîðìóëå sn = n
2
(2a1 + (n − 1)d), n ∈ N ñëåäè äà âàæè

91 = n
2
(2 ·1 + (n−1)4) îäíîñíî 2n2−n−91 = 0, ïà ðåøàâà»åì êâàäðàòíå

jåäíà÷èíå äîáèjàìî n = 7 èëè n = −27
4
. Îäàâäå ñëåäè äà òðåáà óçåòè 7

÷ëàíîâà íèçà äà áè ñå äîáèî çáèð 91.

6. Ñóìà ïðâèõ n ÷ëàíîâà àðèòìåòè÷êîã íèçà jå sn = 3n2+9n
2

îäðåäèòè
ïðâè ÷ëàí a1 è ðàçëèèêó d.

Ðåøå»å: sn = n
2
(3n + 9) = n

2
(12 + 3n − 3) = n

2
(2 · 6 + 3(n − 1)) . Àêî

óïîðåäèìî ðåëàöèjå an = a1 + (n− 1)d è sn = n
2
(2 · 6 + 3(n− 1)), äîáè£åìî

äà jå a1 = 6 è d = 3.

7. Íà£è áðîj ÷ëàíîâà ãåîìåòðèjñêîã íèçà êîä êîjåã jå b1 = −1, bn = −81
è q = 3.

Ðåøå»å: Èç ðåëàöèjå bn = b1q
n−1 äîáèjàìî äà jå −81 = −1 · 3n−1, à

îäàâäå jå 3n−1 = 34, òj. n = 5.

8. Ñóìà ñâèõ ÷ëàíîâà áåñêîíà÷íîã ãåîìåòðèjñêîã íèçà jå 2
3
, à ñóìà

êâàäðàòà ÷ëàíîâà èñòîã íèçà jå 4
3
. Êîjè jå òî íèç?

Ðåøå»å: Ñóìà ñâèõ ÷ëàíîâà ãåîìåòðèjñêîã íèçà ïîñòîjè àêî jå |q| < 1.
Êâàäðàòè òàêâîã íèçà òàêî¢å îáðàçójó ãåîìåòðèjñêè íèç, ÷èjè jå êîëè÷íèê
q′ = q2 , à ïðâè ÷ëàí a′1 = a21 è çáèð ñâèõ ÷ëàíîâà òîã íèçà jå èñòî êîíà÷àí.
Çàòî jå{

a1 + a1q + a1q
2 + · · · = 2

3

a21 + a21q
2 + a21q

4 + · · · = 4
3

îäàêëå ñëåäè äà jå

{
a1
1−q = 2

3
a21

1−q2 = 4
3

òj.{
a1 = 2

3
(1− q)

4
9
(1−q)2

1−q2 = 4
3

. Óâðøòàâà»åì ïðâå jåäíà÷åíå ó äðóãó äîáèjàìî{
a1 = 2

3
(1− q),

1
3
(1− 2a+ q2) = 1− q2, îäàêëå ñëåäè

{
a1 = 2

3
(1− q),

4q2 − 2q − 2 = 0.
Èç äðóãå

jåäíà÷èíå äîáèjàìî äà jå q = 1 èëè q = −1
2
(ïðåìà óñëîâèìà çàäàòêà

|q| < 1 ïà jå q = −1
2
è a1 = 1). Ïðåìà òîìå òðàæåíè íèç jå 1, −1

2
, 1

4
,

−1
8
, . . .

9. Òðè áðîjà ñó óçàñòîïíè ÷ëàíîâè íèçà àêî jå ñóìà ïðâîã è òðå£åã 52,
à êâàäðàò äðóãîã 100. Îäðåäèòè òà òðè áðîjà.
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Ðåøå»å: Íåêà ñó b1, b2 è b3 ÷ëàíîâè ãåîìåòðèjñêîã íèçà, òàäà jå{
b1 + b3 = 52
b22 = 100

íà îñíîâó ôîðìóëå bn = b1q
n−1 jå

{
b1 + b1q

2 = 52

(b1q)
2 = 100

. Ðåøà-

âà»åì ñèñòåìà äîáèjàìî ÷åòðè ðåøå»à:

b1 = 2 è q = 5, òàêî äà jå b2 = 10, b3 = 50,

b1 = 50 è q = 1
5
, òàêî äà jå b2 = 10, b3 = 2,

b1 = 2 è q = −5, òàêî äà jå b2 = −10, b3 = 50,

b1 = 50 è q = −1
5
, òàêî äà jå b2 = −10, b3 = 2.

10. Íà£è ïðâè ÷ëàí b1 ãåîìåòðèjñêîã íèçà àêî jå ðàçëèêà èçìå¢ó òðå£åã
è ïðâîã ÷ëàíà 3 è ðàçëèêà èçìå¢ó äðóãîã è òðå£åã ÷ëàíà 6.

Ðåøå»å: Íà îñíîâó ôîðìóëå bn = b1q
n−1 äîáèjàìî

{
b1q

2 − b1 = 3
b1q − b1q2 = 6

,

îäíîñíî

{
b1q(q − b1) = 3
b1q(1− q) = 6

. Ïîäåëèìî ëè äðóãó jåäíà÷èíó ñèñòåìà ñà

ïðâîì jåäíà÷èíîì äîáè£åìî b1q(1−q)
b1q(q−b1) = 6

3
, îäàâäå jå çà b1 6= 0, q 6= 1

q
q+1

= −2⇒ q = −2
3
.

Èç ïðâå jåäíà÷èíå ñèñòåìà äîáèjàìî äà jå b1 = 3

(− 2
3)

2
−1

= −27
5
.

11. Çáèð òðè áðîjà jå 14. Àêî ñå ñðåä»è ïîâå£à çà 1, äîáè£å ñå àðèòìåòè÷êè
íèç, à àêêî ñå ñìà»è çà 1 äîáè£å ñå ãåîìåòðèjñêè íèç. Êîjè ñó òî
áðîjåâè?

Ðåøå»å: Òðàæåíè áðîjåâè ñó x, y è z. Íà îñíîâó ïðåòïîñòàâêè çàäàòêà
ìîæåìî ôîðìèðàòè ñèñòåì jåäíà÷èíà

x+ y + z = 14
y + 1− x = z − y − 1

y−1
x

= z
y−1

.

Ðåøàâà»åì ñèñòåìà äîáèjàìî äà jå x = 1, y = 4 è z = 9 èëè x = 9, y = 4
è z = 1.
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Çàäàöè çà âåæáó

1. Ñóìà ïðâèõ ïåò ÷ëàíîâà àðèòìåòè÷êîã íèçà jå 39, à äðóãè ÷ëàí jå
5. Îäðåäèòè ñóìó ïðâèõ îñàì ÷ëàíîâà òîã íèçà.
Ðåçóëòàò: S8 = 96.

2. Êîëèêî ÷ëàíîâà àðèòìåòè÷êîã íèçà 5, 9, 13, 17, ... òðåáà óçåòè äà
áè »èõîâà ñóìà áèëà 10877.
Ðåçóëòàò: n = 73.

3. Ó àðèòìåòè÷êîì íèçó îä 20 ÷ëàíîâà, ñóìà ÷ëàíîâà íà ïàðíèì ìåñòèìà
èçíîñè 250, à îíèõ íà íåïàðíèì 220. Îäðåäèòè äâà ñðåä»à ÷ëàíà
òîã íèçà.
Ðåçóëòàò: 22 è 25.

4. Ñòðàíèöå ïðàâîóãëîã òðîóãëà ÷èíå àðèòìåòè÷êè íèç. Èçðà÷óíàòè
ñòðàíèöå òîã òðîóãëà, àêî jå âèñèíà íàä õèïîòåíóçîì 24.
Ðåçóëòàò: 30, 40, 50. (óïóòñòâî: êîðèñòèòè Ïèòàãîðèíó òåîðåìó è
ñëè÷íîñò òðîóãëîâà).

5. Çáèð ïðâîã è ñåäìîã ÷ëàíà ñðèòìåòè÷êîã íèçà jå 2, à ðàçëèêà èçìå¢ó
øåñòîã è äðóãîã ÷ëàíà jå 8. Êîëèêî ÷ëàíîâà íèçà òðåáà ñàáðàòè äà
áè »èõîâ çáèð áèî 16?
Ðåçóëòàò: n = 8.

6. Çáèð ïðâà 4 ÷ëàíà ðàñòó£åã àðèòìåòè÷êîã íèçà jå 26, à ïðîèçâîä
äðóãîã è òðå£åã ÷ëàíà jå 40. Êîjè jå òî íèç?
Ðåçóëòàò: a1 = 2, a2 = 5, a3 = 8,...

7. Îäðåäèòè áðîj ÷ëàíîâà ãåîìåòðèjñêîã íèçà êîä êîjåã jå b1 = −1,
bn = −81, q = 3.
Ðåçóëòàò: n = 5.

8. Òðè áðîjà ÷èíå ãåîìåòðèjñêè íèç. Àêî ñå äðóãè ÷ëàí òîã íèçà óâå£à
çà 8, òàj íèç ïîñòàjå àðèòìåòè÷êè, à àêî ñå ó òîì íîâîì íèçó òðå£è
÷ëàí óâå£à çà 64, ïîñòà£å ãåîìåòðèjñêè. Îäðåäèòè òå áðîjåâå.
Ðåçóëòàò: Óïóòñòâî àðèòìåòè÷êè íèç jå a, aq + 8, aq2, a a, aq + 8,
aq2 + 64 jå ãåîìåòðèjñêè íèç. Íà êðàjó äîáèjàìî äà jå íèç 4, 12, 36
èëè 4

9
, −20

9
, 100

9
.
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9. Ó ãåîìåòðèjñêîì íèçó ãäå jå an = 384, an−1 = 192 è sn = 765. Íà£è
n è a10.
Ðåçóëòàò: n = 8, a10 = 1536.

10. Çáèð ïðâà òðè ÷ëàíà ãåîìåòðèjñêîã íèçà jå 91. Àêî òèì ÷ëàíîâèìà
äîäàìî, ðåäîì, 25, 27 è 1 äîáè£åìî òðè áðîjà êîjè îáðàçójó àðèòìåòè÷êè
íèç. Íà£è ñåäìè ÷ëàí äàòîã ãåîìåòðèjñêîã íèçà.
Ðåçóëòàò: b7 = 5103 àêî jå b1 = 7 è q = 3, èëè b7=

7
81

àêî jå b1 = 63
è q = 1

3
.
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15 Áèíîìíà ôîðìóëà

Ôàêòîðèjåë ïðèðîäíîã áðîjà n, ó îçíàöè n! (÷èòà ñå åí ôàêòîðèjåë) jå
ïðîèçâîä ñâèõ ïðèðîäíèõ áðîjåâà ìà»èõ èëè jåäíàêèõ n. Äàêëå, n! =
1 · 2 · 3 · · · (n− 1) · n. Ïî äåôèíèöèjè jå 0! = 1.

Àêî jå n íåíåãàòèâàí öåî áðîj òàäà ñå äåôèíèøå(
n
k

)
= n(n−1)(n−2)···(n−k+1)

k!
,k ∈ N(

n
0

)
= 1

(
(
n
k

)
ñå ÷èòà åí íàä êà)

Ôîðìóëà

(a+b)n =

(
n

0

)
an+

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

n

)
bn =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk

ãäå jå n ïðèðîäàí áðîj íàçèâàìî Áèíîìíîì ôîðìóëîì (èëè �óòíîâîì
áèíîìíîì ôîðìóëîì).

Êîåôèöèjåíòè ÷ëàíîâà íà äåñíîj ñòðàíè
(
n
0

)
,
(
n
1

)
,
(
n
2

)
, ...

(
n
n

)
ñó ïðèðîäíè

áðîjåâè è çîâó ñå áèíîìíè êîåôèöèjåíòè.

Çà áèíîìíå êîåôèöèjåíòå âàæå îñîáèíå(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! ,(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
,

(
n
k

)
+
(
n
k+1

)
=
(
n+1
k+1

)
.

Ó ñïåöèjàëíèì ñëó÷àjåâèìà âàæå ïîçíàòå ôîðìóëå

(a+ b)1 = a+ b,

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2,

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3.
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Ðåøåíè çàäàöè

1. Äîêàçàòè äà jå ñóìà áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà ñâèõ ÷ëàíîâà ðàçâîjà
áèíîìà jåäíàêà 2n.

Ðåøå»å: Àêî ó áèíîìíó ôîðìóëó ñòàâèìî a = b = 1, äîáè£åìî

2n = (1+1)n =
(
n
0

)
+
(
n
1

)
+
(
n
2

)
+ · · ·+

(
n
n

)
, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

2. Íà£è òðèíåàñòè ÷ëàí ðàçâîjà áèíîìà
(

3
√

3 +
√

2
)15

.

Ðåøå»å: Òðèíàåñòè ÷ëàí jå(
15
12

) (
3
√

3
)3 (√

2
)12

=
(
15
3

)
3 · 26 = 15·14·13

1·2·3 · 3 · 64 = 87360.

3. Íà£è ñåäìè ÷ëàí ó ðàçâîjó áèíîìà
(
a2
√
a+

3√a
a

)n
, àêî jå áèíîìíè

êîåôèöèjåíò òðå£åã ÷ëàíà jåäíàê 36.

Ðåøå»å: Èç óñëîâà çàäàòêà jå
(
n
2

)
= 36, òj. n(n−1)

2
= 36, îäàêëå äîáèjàìî

n = 9. Îíäà jå ñåäìè ÷ëàí ðàçâîjà áèíîìà
(
9
6

) (
a

5
2

)3 (
a−

2
3

)6
= 9·8·7

1·2·3 ·
a

15
2
−4 = 84a3

√
a.

4. Êîjè ÷ëàí ðàçâîjà áèíîìà
(

3
√
x+ 1

x

)16
íå ñàäðæè x.(

16
k

)
( 3
√
x)

16−k ( 1
x

)k
=
(
16
k

)
x

16−k
3 · x−k =

(
16
k

)
x

16−4k
3

Ðåøå»å: Oäðåäèìî k èç óñëîâà 16−4k
3

= 0 ⇒ k = 4. Çíà÷è, ïåòè ÷ëàí
ðàçâîjà áèíîìà íå ñàäðæè x.

5. Íà£è ïåòè ÷ëàí ðàçâîjà áèíîìà
(√

a+ 1√
3a

)n
, àêî jå îäíîñ áèíîìíîã

êîåôèöèjåíòà ÷åòâðòîã è áèíîìíîã êîåôèöèjåíòà òðå£åã ÷ëàíà
jåäíàê 10

3
.

Ðåøå»å:
(n3)
(n2)

= 10
3
îäàêëå ñëåäè3n·(n−1)·(n−2)

1·2·3 = 10n·(n−1)
1·2 òj. n = 12.

Òàäà jå ïåòè ÷ëàí ðàçâîjà áèíîìà
(√

a+ 1√
3a

)12
jåäíàê(

12
4

)
(
√
a)

8 ·
(

1√
3a

)4
= 10·11·10·9

1·2·3·4 a4 · 1
9a2

= 55a2.
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6. Íà£è ñóìó áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà ÷ëàíîâà, êîjè ñå íàëàçå íà
íåïàðíèì ìåñòèìà ó ðàçâîjó áèíîìà (x + y)n àêî jå áèíîìíè êîå-
ôèöèjåíò òðå£åã ÷ëàíà çà 9 âå£è îä áèíîìíîã êîåôèöèjåíòà äðóãîã
÷ëàíà.

Ðåøå»å: Ïî óñëîâó çàäàòêà
(
n
2

)
−
(
n
1

)
= 9 îäàêëå ñëåäè n(n−1)

2
− n

1
= 9 òj.

n = 6. Îäàâäå jå ñóìà áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà ÷ëàíîâà, êîjè ñå íàëàçå
íà íåïàðíèì ìåñòèìà ó ðàçâîjó áèíîìà

(
6
0

)
+
(
6
2

)
+
(
6
4

)
+
(
6
6

)
= 32.

Çàäàöè çà âåæáó

1. Ðàçëîæèòè ïî áèíîìíîj ôîðìóëè è óïðîñòèòè
(
x+ 1

2x

)8
.

Ðåçóëòàò: x8 + 4x6 + 7x4 + 7x2 + 35
8

+ 7
4x2

+ 7
16x4

+ 1
256x8

.

2. Íà£è øåñòè ÷ëàí ðàçâîjà áèíîìà
(√

x+ 1
x

)15
.

Ðåçóëòàò: 3003.

3. Íà£è ó ðàçâîjó áèíîìà
(
x3 + 1

x3

)18
÷ëàí êîjè íå ñàäðæè x.

Ðåçóëòàò:
(
18
9

)
.

4. Íà£è ÷ëàí ó ðàçâîjó áèíîìà
(

1
x
− x 3
√
x2
)n

êîjè íå ñàäðæè x àêî ñå

çíà äà jå çáèð ñâèõ áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà 256.
Ðåçóëòàò: (−1)3

(
8
3

)
= −56.

5. Íà£è ÷ëàí ðàçâîjà áèíîìà
(
n 5
√
x+

3√x
2

)n
, êîjè ñàäðæè x2

5
√
x4 àêî

jå çáèð áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà ïðâà òðè ÷ëàíà jåäíàê 56.
Ðåçóëòàò: ñåäìè ÷ëàí èìà òðàæåíè îñîáèíó è jåäíàê jå 840x2

5
√
x4.
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16 Êîìïëåêñíè áðîjåâè

Àëãåáàðñêè îáëèê êîìïëåêñíîã áðîjà jå z = x+ iy, ãäå x, y ∈ R, i2 = −1.
Áðîjåâè x è y ñó, ðåäîì, ðåàëíè è èìàãèíàðíè äåëîâè êîìïëåêñíîã áðîjà
z, øòî îçíà÷àâàìî ñà Re(z) = x è Im(z) = y, à i jå èìàãèíàðíà jåäèíèöà.
Àêî ñó z1 = x1 + iy1 è z2 = x2 + iy2 äàòè êîìïëåêñíè áðîjåâè, òàäà jå

z1 = z2 ⇔ x1 = x2 ∧ y1 = y2,

z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2),

z1 · z2 = (x1x2 − y1y2) + i (x1y2 + y1x2),

z1
z2

= x1x2+y1y2
x22+y

2
2

+ ix2y1−x1y2
x22+y

2
2

, z2 6= 0.

Êîíjóãîâàíî êîìïëåêñíè áðîj áðîjó z = x+ iy jå áðîj z = x− iy.
Êîìïëåêñíå áðîjåâå ïðåäñòàâ§àìî òà÷êàìà ó ðàâíè Äåêàðòîâîã ïðàâîó-
ãëîã êîîðäèíàòíîã ñèñòåìà (Ãàóñîâà ðàâàí). Ðåàëíè äåî ñå ïðåäñòàâ§à
íà îñè x (ðåàëíà îñà) à èìàãèíàðíè íà îñè y (èìàãèíàðíà îñà).
Êîìïëåêñíè áðîj z = x+iy ñå ìîæå çàïèñàòè ó òðèãîíîìåòðèjñêîì îáëèêó
z = ρ(cosϕ+ i sinϕ), ãäå jå ρ ìîäóë, à ϕ àðãóìåíò êîìïëåêñíîã áðîjà (ñë.
72), ãäå jå ρ =

√
x2 + y2 à tgϕ = y

x
, x 6= 0.

0 x

y .
M

z = x + iy

Ñë. 72:

Öåëîáðîjíè ñòåïåí èìàãèíàðíå jåäèíèöå îäðå¢åí jå ñà: i4k = 1,
i4k+1 = i, i4k+2 = −1 è i4k+3 = −i (k ∈ Z).
Àêî ñó z1 = ρ1(cosϕ1 + i sinϕ1) è z2 = ρ2(cosϕ2 + i sinϕ2), òàäà jå
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z1 · z2 = ρ1ρ2 [cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)],

z1
z2

= ρ1
ρ2

[cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)], z2 6= 0.

Àêî jå z = ρ(cosϕ + i sinϕ) òàäà jå zn = ρn(cosnϕ + i sinnϕ), n ∈ N ,
n
√
z = n

√
ρ(cos ϕ+2kπ

n
+ i sin ϕ+2kπ

n
), k = 0, 1, 2, ..., n − 1. Îâå ôîðìóëå ñå

íàçèâàjó Ìîàâðîâå ôîðìóëå.

Ðåøåíè çàäàöè

1. Èçðà÷óíàòè êîìïëåêñíå áðîjåâå: à) z = 3+4i
2−i −

5i
i+3

, á) z = 3+i
(2−i)2 .

Ðåøå»å:
à) z = 3+4i

2−i −
5i
i+3

= 3+4i
2−i ·

2+i
2+i
− 5i

i+3
· −i+3
−i+3

=

= 6+3i+8i+4i2

4−i2 + −5i2+15i
9−i2 =

= 2+11i
5
− 5+15i

10
= 4+22i−5−15i

10
=

= − 1
10

+ 7
10
i.

á) z = 3+i
(2−i)2 = 3+i

4−4i+i2 = 3+i
3−4i =

= 3+i
3−4i ·

3+4i
3+4i

= (3+i)(3+4i)
9−16i2 =

= 9+3i+12i+4i2

25
=

= 5+15i
25

= 1
5

+ 3
5
i.

2. Îäðåäèòè ðåàëíè è èìàãèíàðíè äåî êîìïëåêñíîã áðîjà
à) z = 3−2i

2+i
+ 2−i

3+i
, á) z = (2+i)(1−2i)

3−i + (−1+3i)(1−i)
2+i

, â) z−z
1+zz

aêo je z = 1+i.

Ðåøå»å:
à) z = 3−2i

2+i
+ 2−i

3+i
= 3−2i

2+i
· 2−i
2−i ·+

2−i
3+i
· 3−i
3−i =

= 6−7i+2i2

4−i2 + 6−5i+i2
9−i2 = 4−7i

5
+ 5−5i

10
=

= 8−14i
10

+ 5−5i
10

= 13−19i
10

= 13
10
− 19

10
i.

Äàêëå Re(z) = 13
10

è Im(z) = −19
10
.

á) z = (2+i)(1−2i)
3−i + (−1+3i)(1−i)

2+i
=

= 2−3i−2i2
3−i + −1+4i−3i2

2+i
= 4−3i

3−i + 2+4i
2+i

=

=4−3i
3−i ·

3+i
3+i

+ 2+4i
2+i
· 2−i
2−i =

= 12−5i−3i2
9−i2 + 4+6i−4i2

4−i2 =

=15−5i
10

+ 8+6i
5

=
= 31+7i

10
= 31

10
+ 7

10
i.

Îäàòëå jå Re(z) = 31
10

è Im(z) = 7
10
.
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â) z−z
1+zz

= x+iy−(x−iy)
1+(x+iy)(x−iy) = 2iy

1+x2+y2
= 2i

1+1+1
= 2

3
i.

Äàêëå Re(z) = 0 è Im(z) = 2
3
.

3. Îäðåäèòè êîìïëåêñíè áðîj êîjè çàäîâî§àâà |z| − z = 3− 2i.

Ðåøå»å: Àêî jå z = x+ iy, |z| =
√
x2 + y2, âàæè äà jå√

x2 + y2 − x− iy = 3− 2i.
Äâà êîìïëåêñíà áðîjà ñó jåäíàêà êàäà ñó èì jåäíàêè ðåàëíè äåëîâè è
êàäà ñó èì jåäíàêè èìàãèíàðíè äåëîâè, ïà äîáèjàìî ñèñòåì jåäíà÷èíà{ √

x2 + y2 − x = 3
−y = −2

îäàêëå ñëåäè
√
x2 + 4 = 3+x òj. x2 +4 = 9+6x+x2.

Èç ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî äà jå 6x = −5 îäíîñíî x = −5
6
. Äàêëå

z = −5
6

+ 2i.

4. Ãäå ëåæå òà÷êå ó êîìïëåêñíîj (Ãàóñîâîj) ðàâíè çà êîjå ñó èñïó»åíè
óñëîâè: |z + 2| < 3 è 3π

4
< arg z ≤ 7π

6
?

Ðåøå»å: Àêî jå z = x+iy, òàäà |z+2| = |x+iy+2| =
√

(x+ 2)2 + y2 < 3,
îäàâäå jå (x+2)2+y2 < 9. Òà÷êå ëåæå ó èñöðòàíîì äåëó ðàâíè óê§ó÷ójó£è
òà÷êó êðóæíèöå è òà÷êå íà äåëó ïðàâå arg z = 7π

6
(ñë. 73)

x

y

0-5 1

Ñë. 73:

5. Àêî jå f(z) = 2 + z + 3z2, èçðà÷óíàòè f(z) çà z = 3 + 2i.

Ðåøå»å: f(z) = f(3− 2i) = 2 + 3− 2i+ 3(3− 2i)2 = 20− 38i.
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Çàäàöè çà âåæáó

1. Èçðà÷óíàòè
à) i25 + (−i)50 + i62 + i83.
Ðåçóëòàò: −2.
á) (−i)62 − i102 + i−112 + i201.
Ðåçóëòàò: −2i.
â) i−256 + i602 + i408.
Ðåçóëòàò: 1.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò èçðàçà:
à) 6+i

2−i(4 + 3i).
Ðåçóëòàò: 4 + 13i.
á) z+z

2y+3
àêî jå z = 1−i

2
.

Ðåçóëòàò: i−2
3
.

â) i+1
1+i3.

.
Ðåçóëòàò: i.
ã) (1 + i

√
3)6.

Ðåçóëòàò: 26.

3. Ïðåäñòàâèòè ó òðèãîíîìåòðèjñêîì îáëèêó êîìïëåêñíè
áðîj z = −1 + i.
Ðåçóëòàò: z =

√
2(cos 3π

4
+ i sin 3π

4
).

4. Íà£è z òàêî äà jå z = z2.
Ðåçóëòàò: z1 = 0, z2 = 1, z3,4 = −1

2
±
√
3
2
.
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17 Ïðîïîðöèjå è ïðîöåíòíè ðà÷óí

Êîëè÷íèê ðåàëíèõ áðîjåâà a è b (b 6= 0) , òj. áðîj a : b = a
b
íàçèâà ñå

ïðîïîðöèjà (ðàçìåðà) áðîjåâà a è b.
Êîä ïðîïîðöèjå jå ïðîèçâîä ñïî§àø»èõ ÷ëàíîâà jåäíàê ïðîèçâîäó óíó-
òðàø»èõ, òj. a : b = c : d⇒ ad = bc.
Ïðîöåíàò jå ðàçëîìàê ÷èjè jå èìåíèëàö 100. Èçðà÷óíàòè p% îä áðîjà x
çíà÷è íà£è p

100
òîã áðîjà, òj. íà£è p·x

100
.

Ó ïðîöåíòíîì ðà÷óíó îñíîâíå âåëè÷èíå ñó: ãëàâíèöà G, ïðîöåíòíà ñòîïà
p è ïðîöåíòíè èçíîñ P . Âàæè ïðîïîðöèjà G : P = 100 : p, ïà ñå ïîjåäèíå
âåëè÷èíå ðà÷óíàjó ôîðìóëàìà:
G = 100P

p
, P = G·p

100
, p = 100P

G
.

Ðåøåíè çàäàöè

1. Íåêè ïîñàî çàâðøè 9 ðàäíèêà çà 20 äàíà ðàäå£è 10 ñàòè äíåâíî.
Êîëèêî ðàäíèêà £å ðàäå£è 12 ñàòè äíåâíî çàâðøèòè òàj ïîñàî çà 15
äàíà?

Ðåøå»å: Áðîj ðàäíèêà êîjè òðàæèìî îáåëåæèìî ñà x. Îäàòëå jå
9 : x = (12 · 15) : (10 · 20)⇒ 9 · 10 · 20 = 12 · 15x⇒ x = 10.

2. Àêî 5 ìàøèíà êîjå ðàäå 10 ñàòè äíåâíî èñêîïàjó çà 12 äàíà 1400 m3

çåì§å, êîëèêî £å èñêîïàòè 8 ìàøèíà ðàäå£è 8 ñàòè äíåâíî çà 6
äàíà?

Ðåøå»å: Îçíà÷èìî ñà x áðîj m3 èñêîïàíå çåì§å êîjè òðàæèìî.
(5·10·12) : 1400 = (8·8·6) : x⇒ 5·10·12·x = 1400·8·8·6⇒x = 1400·8·8·6

5·10·12 = 896.
Ïà jå x = 896 m3.

3. Öåíà îä 12000 äèíàðà íåêîã ïðîèçâîäà ñíèæåíà jå çà 14%. Èçðà÷ó-
íàòè êîëèêî èçíîñè ñíèæå»å.

Ðåøå»å: p = 14%, G = 12000, P =?
P = 12000·14

100
= 1680.

Îäàâäå çàê§ó÷ójåìî äà ñíèæå»å èçíîñè P = 1680.

4. Ñóìà jå 7000 äèíàðà. Èçðà÷óíàòè êîëèêî ïðîöåíàòà òå ñóìå èçíîñè
550 äèíàðà.
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Ðåøå»å:
G = 7000, P = 550, p =?.
p = 550·100

7000
= 7, 86.

Òðàæåíè ïðîöåíàò jå p = 7, 86%.

Çàäàöè çà âåæáó

1. Èçðà÷óíàòè 7% îä 12000 äèíàðà.
Ðåçóëòàò: 840 äèíàðà.

2. Ó 73 ëèòðà àêëîõîëíîã ïè£à íàëàçè ñå 67 ëèòàðà âîäå. Êîëèêî ó
îâîì àëêîõîëíîì ïè£ó èìà àëêîõîëà.
Ðåçóëòàò: 19,28%.

3. Ïîñëå ñíèæå»à îä 20% ðîáà ñå ïðîäàjå 48000 äèíàðà. Èçðà÷óíàòè:
à) çà êîëèêî jå äèíàðà ñíèæåíà öåíà, á) êîëèêî áè èçíîñèëà ïðîäàjíà
öåíà äà jå ñíèæå»å èçíîñèëî 25% îä ïðâîáèòíå öåíå.
Ðåçóëòàò: à) 12000 äèíàðà; á) 45000 äèíàðà.
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Ðåøåíè çàäàöè ñà ïðèjåìíèõ èñïèòà
îäðæàíèõ íà Âîjíîj àêàäåìèjè

Ïðèjåìíè èñïèò 2013 - òåñò 1

1. Âðåäíîñò èçðàçà
(

2
15

: 50
63

+ 10
27
·
(
5
9

)−2
+
(
5
3

)−2)− 1
3

+ 25−0,5 : 1, 2 jå:

À) 5
6
; Á) 1; Â) 6

5
; Ã) 2; Ä) 1

2
; Í) íå çíàì.

2. Ïîñëå ñðå¢èâà»à èçðàç
[
a
b

(
1
b
− b2

a3

)]
:
[
1
b2

+ 1
ab

+ 1
a2

]
ãäå jå ab 6= 0,

jåäíàê jå:
À) 1

ab
; Á) a+ b; Â) a− b; Ã) 1

a
− 1

b
; Ä) 1

a
+ 1

b
; Í) íå çíàì.

3. Öåëîáðîjíèõ ðåøå»à íåjåäíà÷èíå x2−x−2
x2+6x+5

≤ 0 èìà:
À) 6; Á) 5; Â) 7; Ã) 8; Ä) 9; Í) íå çíàì.

4. Òðîöèôðåíèõ áðîjåâà äå§èâèõ ñà 23 èìà:
À) 36; Á) 37; Â) 38; Ã) 39; Ä) 40; Í) íå çíàì.

5. Jåäíî ðåøå»å jåäíà÷èíå 2 · 4x + 5x−
1
2 = 5x+

1
2 − 22x−1 ïðèïàäà ñêóïó:

À) [0, 9
10

); Á) [6
7
, 31
21

); Â) [25
17
, 9
5
); Ã) [18

7
, 13

6
); Ä) [20

9
, 8
3
); Í) íå çíàì.

6. Ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå logx 3 · log3x 3 · log3(81x) > 1 jå:
À) [0, 2); Á) [0, 9); Â) [1

9
, 9); Ã) [1

9
, 1
3
); Ä) (1

9
, 1
3
) ∪ (1, 9);

Í) íå çíàì.

7. Óïèñàí êðóã ó ïðàâîóãëè òðîóãàî äåëè õèïîòåíóçó íà äåëîâå 6 cm
è 20 cm. Òàäà íóìåðè÷êà âðåäíîñò çáèðà ïîëóïðå÷íèêà óïèñàíîã è
îïèñàíîã êðóãà ó òàj òðîóãàî ïðèïàäà èíòåðâàëó:

À) [13, 14); Á) [14, 15); Â)[15, 16); Ã) [17, 18]; Ä) [16, 17);
Í) íå çíàì.

8. Ðåøå»à x1 è x2 jåäíà÷èíå x
2 − (a + 2)x + a + 1 = 0 çàäîâî§àâàjó

óñëîâ |x1 − x2| < 1, àêî è ñàìî àêî a ∈ (p, q). Òàäà jå 6p+ 7q:
À) 1; Á) 2; Â) 3; Ã) 4; Ä) 5; Í) íå çíàì.

9. Îáèì îñíîã ïðåñåêà ïðàâå êóïå jå 36 cm à ïîâðøèíà êóïå jå
144π cm2. Çàïðåìèíà òå êóïå jåäíàêà jå (ó cm3) :

122



À) 64π; Á) 144π; Â) 384π; Ã) 128π; Ä) 72π; Í) íå çíàì.

10. Áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå cos(2x)−
√

3 sin(2x) = −
√

2 íà èíòåðâàëó
(−2π, π

4
) jå:

À) 6; Á) 5; Â) 4; Ã) 8; Ä) 7; Í) íå çíàì.

11. Àêî jå sinα = 5
13
, α ∈

(
π
2
, π
)
è cos β = −3

5
, ∈

(
π, 3π

2

)
, îíäà jå

sin(α + β) jåäíàêî:
À) 48

65
; Á) 63

65
; Â) 33

65
; Ã) −63

65
; Ä) −48

65
; Í) íå çíàì.

12. Çáèð ñâèõ ðàöèîíàëíèõ ñàáèðàêà ó ðàçâîjó
(√

2 + 3
√

3
)8

ïðèïàäàjó
èíòåðâàëó:

À) [0, 200); Á) [200, 400); Â) [400, 600); Ã) [600, 800); Ä) [800, 1000);
Í) íå çíàì.

13. Àêî jå f(x+ 1) = x2 + 5x è f(x+ 2) + f(x+ 3) = ax2 + bx+ c, îíäà
jå a+ b+ c jåäíàêî:

À) 32; Á) 38; Â) 30; Ã) 20; Ä) 14; Í) íå çíàì.

14. Çáèð àïñîëóòíèõ âðåäíîñòè êîîðäèíàòà òà÷êå êîjà jå ñèìåòðè÷íà
òà÷êè A(2, 2) ó îäíîñó íà ïðàâó îäðå¢åíó òà÷êàìà B(7, 3) è C(−1,−5)
jåäíàêà jå:

À) 7; Á) 2; Â) 6; Ã) 4; Ä) 8; Í) íå çíàì.

15. Ó äâå ïîñóäå ñå íàëàçè óêóïíî 80 ëèòàðà âîäå. Àêî ñå èç jåäíå
ïðåñïå 20% âîäå ó äðóãó ïîñóäó, ó îáå ïîñóäå £å áèòè ïîäjåäíàêà êîëè÷èíà
âîäå. Êîëèêà jå íà ïî÷åòêó ðàçëèêà (ó ëèòðèìà)?

À) 10; Á) 40; Â) 30; Ã) 24; Ä) 20; Í) íå çíàì.

Ðåøå»å:

1. Ñâîäå£è äåëîâå èçðàçà íà ðàçëîìêå äîáèjàìî íèç jåäíàêîñòè(
2
15

: 50
63

+ 10
27
·
(
5
9

)−2
+
(
5
3

)−2)− 1
3

+ 25−0,5 : 1, 2 =

=
(

2
15
· 63
50

+ 10
27
· 81
25

+ 9
25

)− 1
3 + 1

25
1
2
· 10
12

=

=
(

21
125

+ 30
25

+ 9
25

)− 1
3 + 1

5
· 10
12

=
(
21+150+45

125

)− 1
3 + 2

12
=

=
(
216
125

)− 1
3 + 1

6
= 5

6
+ 1

6
= 1.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

2. Ñðå¢èâà»åì èçðàçà ó ñðåä»èì çàãðàäàìà äîáèjàìî jåäíàêîñòè[
a
b

(
1
b
− b2

a3

)]
:
[
1
b2

+ 1
ab

+ 1
a2

]
=
[
a
b

(
a3−b3
a3b

)]
:
[
a2+ab+b2

a2b2

]
=
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=
[
a3−b3
b2a2

]
·
[

a2b2

a2+ab+b2

]
= a3−b3

a2+ab+b2
= (a−b)(a2+ab+b2)

a2+ab+b2
= a− b.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

3. Ïîñëå ôàêòîðèñà»à èìåíîöà è áðîjèîöà íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà
íåjåäíà÷èíè (x+1)(x−2)

(x+1)(x+5)
≤ 0.Äîáèjåíà íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà íåjåäíà-

÷èíè x−2
x+5
≤ 0 óç óñëîâ äà x 6= −1. Îäàòëå jå ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå

óíèjà (−5,−1) ∪ (−1, 2], ïà çàê§ó÷ójåìî äà èìà 6 öåëîáðîjíèõ ðåøå»à.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä A.

4. Ïðâè òðîöèôðåí áðîj äå§èâ ñà 23 je 112, à ïîñëåä»è ìîæåìî
íà£è òàêî øòî èçðà÷óíàìî 1000

23
∈ (43, 44) ïà jå ïîñëåä»è òðîöèôðåí áðîj

äå§èâ ñà 23 è ìà»è îä 1000 jåäíàê 23 · 43 = 989. Ìîæåìî ïîñìàòðàòè
àðèòìåòè÷êè íèç òàêàâ äà jå 115 »åãîâ ïðâè ÷ëàí à äà jå ðàçëèêà 23. Òàêî
jå n-òè ÷ëàí àðèòìåòè÷êå ïðîãðåñèjå an = a1 + (n − 1) · d, òj. ó íàøåì
ñëó÷àjó âàæè jåäíà÷èíà 989 = 115 + (n − 1) · 23 øòî jå åêâèâàëåíòíî
874 = (n − 1) · 23 òj. 38 = n − 1. Ðåøàâà»åì jåäíà÷èíå äîáèjàìî äà jå
n = 39.

Ta÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

5. Òðàíñôîðìèøèìî jåäíà÷èíó åêâèâàëåíòíèì òðàíñôîðìàöèjàìà:
2 · 4x + 5x−

1
2 = 5x+

1
2 − 22x−1 ⇔ 2 · 4x + 22x−1 = 5x+

1
2 − 5x−

1
2 ⇔

⇔ 22x+1 + 22x−1 = 5x+
1
2 − 5x−

1
2 ⇔ 22x(2 + 1

2
) = 5x(5

1
2 − 5−

1
2 )⇔

⇔ 5
2
· 22x = 5x(

√
5− 1√

5
)⇔ 5

2
· 22x = 5x 4√

5
⇔ 4x

5x
= 8

5
√
5
⇔
(
4
5

)x
= 23

(
√
5)

3

⇔
(

2√
5

)2x
=
(

2√
5

)3
⇔ 2x = 3⇔ x = 3

2
.

Ta÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

6. Ïîñëå òðàíñôîðìàöèjå èçðàçà ñà äåñíå ñòðàíå äîáèjàìî íåjåäíà÷èíó

1
log3 x

· 1
log3 3x

· (log3 81 + log3 x) > 1

êîjà jå åêâèâàëåíòíà íåjåäíà÷èíè

1
log3 x

· 1
log3 3+log3 x

· (log3 34 + log3 x) > 1

òj. íåjåäíà÷èíè

1
log3 x

· 1
1+log3 x

· (4 + log3 x) > 1.

Óâî¢å»åì ñìåíå log3 x = t äîáèjàìî íåjåäíà÷èíó 1
t
· 1
t+1
· (t + 4) > 1

÷èjèì ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî t+4
t(t+1)

> 1 òj. t+4
t(t+1)

− 1 > 0. Ñðå¢èâà»åì

ïðåòõîäíå íåjåäíà÷èíå äîáèjàìî t+4−t2−t
t(t+1)

> 0 îäàêëå ñëåäè 4−t2
t(t+1)

> 0.
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Ðàñòàâ§à»åì áðîjèîöà íà ôàêòîðå äîáèjàìî íåjåäíà÷èíó (2−t)(2+t)
t(t+1)

> 0

÷èjèì ðåøàâà»åì äîáèjàìî äà jå t ∈ (−2,−1) ∪ (0, 2) îäíîñíî âðà£à»åì
ñìåíå x ∈ (1

9
, 1
3
) ∪ (1, 9).

Ta÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

7. Íåêà ñó òà÷êå ó êîjèìà óïèñàíà êðóæíèöà äîäèðójå ñòðàíèöå
òðîóãëà D, E è F . (ñë. 74). Íà îñíîâó ñëèêå ìîæåìî ïðèìåòèòè äà
âàæè äà jå CF = CD = 6, BD = BF = 20 è AF = AE = x. Îäàòëå jå
AB = x+20, AC = x+6 è BC = 26. Çà òðîóãàî âàæè Ïèòàãîðèíà òåîðåìà
AB2 + AC2 = BC2 òj. (x + 20)2 + (x + 6)2 = 262. Ðåøàâàjó£è jåäíà÷èíó
äîáèjàìî äâà ðåøå»à x = −30 è x = 4. Ïðâî ðåøå»å îäáàöójåìî çàòî
øòî jå ó ïèòà»ó íåãàòèâíè áðîj. Îäàòëå x = 4 ïðåäñòàâ§à è ïîëóïðå÷íèê
óïèñàíå êðóæíèöå. Ïîëóïðå÷íèê îïèñàíå êðóæíèöå jå jåäíàê ïîëîâèíè
õèïîòåíóçå òj. 13. Îäàòëå jå çáèð ïîëóïðå÷èíêà îïèñàíå è óïèñàíå
êðóæíèöå jåäíàê 17.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

A B

C

D

E

F

. 20

6

6

x

x

20

.

.

.

Ñë. 74:

8. Óñëîâ |x1 − x2| < 1 jå åêâèâàëåíòàí óñëîâó −1 < x1 − x2 < 1 à
îäàòëå âàæå ñëåäå£å åêâèâàëåíöèjå:

−1 < x1 − x2 < 1 ⇔ −1 <

√
(−(a+ 2))2 − 4 · 1 · (a+ 1)

1
< 1⇔

⇔ −1 <
√
a2 + 4a+ 4− 4a− 4 < 1⇔ −1 <

√
a2 < 1⇔

⇔ −1 < |a| < 1⇔ −1 < a < 1.

Òî çíà÷è äà jå p = −1 è q = 1, ïà jå 6p+ 7q = 1.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

9. Îáèì îñíîã ïðåñåêà ïðàâå êóïå jå 2r + 2s = 36 øòî jå åêâèàëåíòíî
r + s = 18 cm à ïîâðøèíà êóïå jå P = r(r + s)π =144π cm2. Îäàâäå
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ñëåäè äà jå r · 18 = 144 òj. r = 8. Îäàòëå çàê§ó÷ójåìî äà jå s = 10.
Çà èçðà÷óíàâà»å çàïðåìèíå íåîïõîäíî jå èçðà÷óíàòè âèñèíó. Âèñèíó
ïðîíàëàçèìî êîðèñòå£è Ïèòàãîðèíó òåîðåìó r2+H2 = s2 òj. 82+h2 = 102.
Èç ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî äà jå h2 = 102 − 82 = 36. Îäàòëå jå
âèñèíà H = 6 cm, à çàïðåìèíà jå V = 1

3
r2π ·H = 1

3
· 82 · π · 6 = 128π cm3.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

10. Àêî ïîäåëèìî jåäíà÷èíó ñà 2 äîáè£åìî åêâèâàëåíòíó jåäíà÷èíó
1
2

cos(2x)−
√
3
2

sin(2x) = −
√
2
2
òj. sin π

6
cos(2x)− cos π

6
sin(2x) = −

√
2
2
. Èçðàç

ñà ëåâå ñòðàíå ïðåäñòàâ§à ñèíóñ ðàçëèêå äâà óãëà òj. sin(π
6
− 2x) = −

√
2
2
.

Ïðåòõîäíà jåäíà÷èíà âàæè àêî jå π
6
−2x = −3π

4
+2kπ∨ π

6
−2x = −π

4
+2kπ,

çà k ∈ Z. Îäàòëå jå π
6

+ 3π
4
− 2kπ = 2x ∨ π

6
+ π

4
− 2kπ = 2x, k ∈ Z øòî

jå åêâèâàëåíòíî π
12

+ 3π
8
− kπ = x ∨ π

12
+ π

8
− kπ = x, k ∈ Z. Äà§èì

ñðå¢èâà»åì èçðàçà äîáèjàìî äà jå 11π
24
− kπ = x ∨ 5π

24
− kπ = x, k ∈ Z.

Îäàâäå íåïîñðåäíîì ïðîâåðîì âèäèìî äà jå óêóïíî 5 ðåøå»à íà äàòîì
èíòåðâàëó (−2π, π

4
).

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

11. Ïî ôîðìóëè sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β, ïà îäàòëå ñëåäè
sin(α+β) = 5

13

(
−3

5

)
+cosα sin β. Òðåáà îäðåäèòè cosα è sin β. Êîðèñòå£è

÷è»åíèöó äà jå sin2 α + cos2 α = 1 è äà jå α ∈
(
π
2
, π
)
äîáèjàìî äà âàæè

äà jå cosα = −
√

1−
(

5
13

)2
= −

√
144
169

= −12
13
. Êàêî jå β ∈

(
π, 3π

2

)
, è

sin2 β+cos2 β = 1, îäàòëå jå sin β = −
√

1−
(
−3

5

)2
= −

√
16
25

= −4
5
. Îäàâäå

jå sin(α + β) = 5
13

(
−3

5

)
+
(
−12

13

) (
−4

5

)
= −15+48

65
= 33

65
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

12. Êîðèñòå£è �óòíîâó áèíîìíó ôîðìóëó äîáèjàìî äà jå îïøòè ÷ëàí

jå îáëèêà
(
8
k

) (√
2
)8−k ( 3

√
3
)k

ïà ñó ðàöèîíàëíè ñàáèðöè ñó îíè êîä êîjèõ
jå ñòåïåí ïðâîã ñàáèðêà ïàðàí à ñòåïåí äðóãîã äå§èâ ñà 3. To çíà÷è äà jå,
àêî ïîñìàòðàìî ïîñëåä»è ôàêòîð k ∈ {0, 3, 6}, à àêî ïîñìàòðàìî ñòåïåí
îä
√

2, 8 − k ∈ {0, 2, 4, 6, 8}. Ïðåñåê òà äâà ñêóïà äàjå äà jå k = 0 èëè 6.

Îäàâäå jå
(
8
0

) (√
2
)8−0 ( 3

√
3
)0

+
(
8
6

) (√
2
)8−6 ( 3

√
3
)6

= 16 + 28 · 2 · 9 = 520.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

13. Àêî óâåäåìî ñìåíó t = x + 1 êîjà jå åêâèâàëåíòíà x = t − 1
äîáè£åìî äà jå f(t) = (t− 1)2 + 5(t− 1) = t2 + 3t− 4. Îäàâäå jå:

f(x+ 2) + f(x+ 3) =
= (x+ 2)2 + 3(x+ 2)− 4 + (x+ 3)2 + 3(x+ 3)− 4 =
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= x2 + 4x+ 4 + 3x+ 6− 4 + x2 + 6x+ 9 + 3x+ 9− 4 =
= 2x2 + 16x+ 20.

Ta÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

14. Îäðåäèìî jåäíà÷èíó ïðàâå êîjà ñàäðæè òà÷êå B è C, y−3
−5−3 = x−7

−1−7 ,
øòî íàêîí ñðå¢èâà»à äàjå jåäíà÷èíó y = x−4. Jåäíà÷èía íîðìàëå íà òó
ïðàâó êîjà ñàäðæè òà÷êó A je n : y−y1 = k(x−x1), òj. n : y−2 = −1(x−2)
èëè y = −x+4. Íàêîí òîãà òðàæèìî ïðåñåê íîðìàëå è ïðàâå ðåøàâà»åì
jåäíà÷èíå x− 4 = −x + 4 êîjà jå åêâèâàëåíòíà 2x = 8 òj. x = 4. Îäàòëå
jå y = −4 + 4 = 0. Äîáèjåíè ïðåñåê A1(4, 0) jå ñðåäèøòå äóæè îä òà÷êå A
äî »îj ñèìåòðè÷íå òà÷êå A′(x.y). Êàêî jå 2+x

2
= 4 îäàòëå jå x = 8− 2 = 6.

Íà ñëè÷àí íà÷èí èçðà÷óíàâàìî äðóãó êîîðäèíàòó òà÷êå A′: ïîøòî jå
2+y
2

= 0 îäàòëå ñëåäè y = 0 − 2 = −2. Çáèð àïñîëóòíèõ âðåäíîñòè
êîîðäèíàòà òà÷êå êîjà jå ñèìåòðè÷íà òà÷êè A(2, 2) ó îäíîñó íà ïðàâó
îäðå¢åíó òà÷êàìà B(7, 3) è C(−1,−5) jåäíàêà jå 8.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

15. Íåêà jå êîëè÷èíà âîäå ó ïîñóäè ó êîjîj èìà âèøå âîäå îçíà÷åíà
ñà x, à êîëè÷èíà âîäå ó äðóãîj ïîñóäè îçíà÷åíà ñà y. Íà îñíîâó ïîñòàâêå
çàäàòêà âàæè äà jå x+ y = 80. Èç óñëîâà çàäàòêà âèäèìî äà ñå èç ïîñóäå
ó êîjîj èìà âèøå âîäå óçèìà 20% è ïðåñèïà ó äðóãó ïîñóäó è íàêîí òîãà
êîëè÷èíà âîäå ó îáå ïîñóäå jå ïîäjåäíàêà. Òî çíà÷è äà jå êîëè÷èíà âîäå
êîjà ñå ïðåíîñè 20% îä x, òj. 20

100
·x, øòî ïèøåìî êàî x− 20

100
·x = y+ 20

100
·x.

Ñðå¢èâà»åì jåäíà÷èíå äîáèjàìî y = x − 40
100
x = 60

100
x = 3

5
x. Äîáèjåíó

jåäíàêîñò óáàöèìî ó ïðâè óñëîâ x + y = 80 ïà £åìî äîáèòè jåäíà÷èíó
x+ 3

5
x = 80, êîjà jå åêâèâàëåíòíà 8

5
x = 80 òj. x = 50. Îäàâäå ñëåäè äà jå

ó äðóãîj ïîñóäè áèëî 30 ëèòàðà âîäå, ïà jå ðàçëèêà áèëà 20 ëèòàðà.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.
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Ïðèjåìíè èñïèò 2013 - òåñò 2

1. Âðåäíîñò èçðàçà
(

1
25

+ 0, 01 +
(

4
21

: 4
105

)−1)−0,5
+
√

(−2)2 jå:

À) 4; Á) 2; Â) 1; Ã) 0; Ä) 5; Í) íå çíàì.

2. Ïîñëå ñðå¢èâà»à èçðàç
[
2ab :

(
1

a2−ab+b2 −
1

a2+ab+b2

)
+ a2b2

]
: (a2 + b2) ,

ãäå jå ab 6= 0, jåäíàê jå:
À) a2 − b2; Á) a2 + b2; Â) a+ b; Ã) a− b; Ä) 1

a+b
; Í) íå çíàì.

3. Ðåøå»à íåjåäíà÷èíå (x−2013)2
x−7 ≤ 0 êîjà ïðèïàäàjó ñêóïó ïðèðîäíèõ

áðîjåâà (x ∈ N) èìà:
À) 5; Á) 6; Â) 7; Ã) 8; Ä) áåñêîíà÷íî ìíîãî; Í) íå çíàì.

4. ×åòâðòè è øåñòè ÷ëàíîâè ðàñòó£å ãåîìåòðèjñêå ïðîãðåñèjå ñó
√

2
è 3
√

4. Îñàìíàåñòè ÷ëàí òå ïðîãðåñèjå jå:
À) 3
√

32; Á)
√

8; Â) 4
√

128; Ã) 5
√

256; Ä) 6
√

2048; Í) íå çíàì.

5. Ðåøå»å íåjåäíà÷èíå 4x+2 + 1 > 5 · 2x+1 je ïîäñêóï ñêóïà:
À)(−∞, 3)

⋃
(4,∞);; Á) (−∞,−4)

⋃
(−2,∞); Â) (=∞, 1)

⋃
(3,∞);

Ã) (=∞, 2)
⋃

(4,∞); Ä) (=∞,=3)
⋃

(=1,∞); Í) íå çíàì.

6. Ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå log 1
2

(x2 − 7x+ 12) > −1 jå:

À) (2, 5); Á) (2, 3); Â) (2, 3)
⋃

(4, 5); Ã) (3, 4); Ä) (2, 3)
⋃

(3, 4);
Í) íå çíàì.

7. Ïîâðøèíà ïðñòåíà, äåî èçìå¢ó îïèñàíîã è óïèñàíîã êðóãà jåäíà-
êîñòðàíè÷íîã òðîóãëà ñòðàíèöå a, jå 4π cm2. Òàäà jå ñòðàíèöà a (ó cm):

À) 5; Á) 3, 5; Â)4, 5; Ã) 3; Ä) 4; Í) íå çíàì.

8. Ðåàëíà ðåøå»à x1 è x2 jåäíà÷èíå x2 + (a − 4)x + a − 2 = 0
çàäîâî§àâàjó óñëîâ 1

x1
+ 1

x2
≥ 1, àêî è ñàìî aêî a ïðèïàäà ñêóïó:

À) (2, 3]; Á) [6=2
√

3, 6 + 2
√

3]; Â) [3, 6 + 3
√

2] ; Ã) (2, 6 − 2
√

3];
Ä) (2, 6 + 3

√
2]; Í) íå çíàì.

9. Ïîâðøèíå äèjàãîíàëíèõ ïðåñåêà ïðàâå ïðèçìå ÷èjà jå îñíîâà ðîìá
ñó 60 è 60

√
3, à »åãîâà çàïðåìèíà jå 180

√
3. Ïîâðøèíà ïðèçìå jåäíàêà

jå:
À) 480 + 36

√
3; Á) 240 + 72

√
3; Â) 240 + 36

√
3; Ã) 480 + 72

√
3;

Ä) 360 + 72
√

3; Í) íå çíàì.

10. Áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå 1−cosx−3 sin2 x = 0 íà èíòåðâàëó (−π, 2π]
jå:
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À) 6; Á) 5; Â) 4; Ã) 8; Ä) 7; Í) íå çíàì.

11. Àêî ñó α è β îøòðè óãëîâè çà êîjå âàæè tgα = 1
3
è sin β = 1

5
√
2
,

òàäà jå 2α + β jåäíàêî:
À) 45◦; Á) 60◦; Â) 135◦; Ã) 120◦; Ä) 150◦; Í) íå çíàì.

12. Êîåôèöèjåíò óç x ó ðàçâîjó
(
x3 − 1

x

)15
je:

À) 0; Á) 1365; Â) 455; Ã) −455; Ä) −1365; Í) íå çíàì.

13. Ðåøå»å íåjåäíà÷èíå (x− 1)
√
x2 − x− 2 ≥ 0 jå ïîäñêóï ñêóïà:

À) (1,∞); Á) [−2,∞); Â) (=∞, 2]; Ã) [2,∞); Ä) {=1, 1, 2};
Í) íå çíàì.

14. Äàòå ñó òà÷êå A(1, 3) è B(5,−1). Àïñöèñà ïðåñåêà ïðàâå, êîjà jå
íîðìàëíà íà äóæ AB ó òà÷êè B, ñà x-îñîì jåäíàêà jå:

À) 6; Á) −4; Â) 4; Ã) 0; Ä) −6; Í) íå çíàì.

15. Ñóâî ãðîæ¢å ñàäðæè 8% âîäå, à ñâåæå 77%. Êîëèêî òðåáà ñâåæåã
ãðîæ¢à äà ñå äîáèjå 200 kg ñóâîã ãðîæ¢à (ó kg)?

À) 600; Á) 750; Â) 650; Ã) 800; Ä) 700; Í) íå çíàì.

Ðåøå»å:

1. Ñðå¢èâà»åì èçðàçà äîáèjàìî:(
1
25

+ 0, 01 +
(

4
21

: 4
105

)−1)−0,5
+
√

(−2)2 =

=
(

1
25

+ 1
100

+
(

4
21
· 105

4

)−1)−0,5
+
√

4 =

=
(

1
25

+ 1
100

+ (5)−1
)−0,5

+ 2 =

=
(

1
25

+ 1
100

+ 1
5

)−0,5
+ 2 =

=
(
4+1+20

100

)−0,5
+ 2 =

(
25
100

)−0,5
+ 2 =

(
1
4

)−0,5
+ 2 = 4

1
2 + 2 = 4.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

2. Ñðå¢èâà»åì èçðàçà äîáèjàìî:[
2ab :

(
1

a2−ab+b2 −
1

a2+ab+b2

)
+ a2b2

]
: (a2 + b2) =

=

[
2ab :

(
(a2+ab+b2)−(a2−ab+b2)
(a2−ab+b2)(a2+ab+b2)

)
+ a2b2

]
: (a2 + b2) =

=
[
2ab :

(
2ab

(a2+b2)2−a2b2

)
+ a2b2

]
: (a2 + b2) =

=

[
2ab · (a2+b2)

2
−a2b2

2ab
+ a2b2

]
: (a2 + b2) =
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=
[
(a2 + b2)

2 − a2b2 + a2b2
]

: (a2 + b2) =

=
[
(a2 + b2)

2
]

: (a2 + b2) = a2 + b2 ãäå jå ab 6= 0.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

3. Ïîëàçíà íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà ñèñòåìó x− 7 < 0∨ x = 2013
òj. x < 7 ∨ x = 2013. Êàêî x òðåáà äà áóäå ïðèðîäíè áðîj, ñêóï ðåøå»à
jå {1, 2, 3, 4, 5, 6, 2013}.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

4. Aêî ñó ÷åòâðòè è øåñòè ÷ëàíîâè ðàñòó£å ãåîìåòðèjñêå ïðîãðåñèjå√
2 è 3

√
4, òî çíà÷è äà jå

√
2 = a4 = a1q

3 îäíîñíî 3
√

4 = a6 = a1q
5.

Îäàòëå ñëåäè äà jå a6
a4

= a1q5

a1q3
= q2, ïà jå q2 =

3√4√
2

=
6√
42

6√
23

= 6

√
16
8

= 6
√

2.

Èç ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå ñëåäè äà jå q = ± 12
√

2. Ïîøòî jå ãåîìåòðèjñêà
ïðîãðåñèjà ðàñòó£à, q = 12

√
2. Ñàäà îäðå¢ójåìî a1 èç ÷è»åíèöå äà jå

√
2 = a1q

3 = a1
(

12
√

2
)3

òj. èç a1 =
√
2

12√
23

=
12√

26
12√

23
= 12

√
26

23
=

12
√

23 = 4
√

2.

Îñàìíàåñòè ÷ëàí jå a18 = a1q
17 = 4

√
2 ·
(

12
√

2
)18

= 4
√

2 ·
(

4
√

2
)6

= 4
√

128.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

5. Ïîëàçíà íåjåäíà÷èíà 4x+2+1 > 5·2x+1 jå åêâèâàëåíòíà íåjåäíà÷èíè
22·(2x+1)

2
+1 > 5·2x+1, êîjó ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå t = 2x+1. Óâî¢å»åì

íàâåäåíå ñìåíå äîáèjàìî êâàäðàòíó íåjåäíà÷èíó 4t2 − 5t + 1 > 0 øòî jå
åêâèâàëåíòíî t ∈ (−∞, 1

4
) ∪ (1,+∞). Âðà£à»åì ñìåíå t = 2x+1 äîáèjàìî

äà jå 2x+1 ∈ (−∞, 1
4
) ∪ (1,+∞) òj. 2x+1 < 2−2 ∨ 2x+1 > 20. Ïðåòõîäíè

ñèñòåì íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòàí x + 1 < −2 ∨ x + 1 > 0 òj. âàæè äà
jå x < −3 ∨ x > −1.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

6. Èìàjó£è ó âèäó äà jå 1
2
îñíîâà ëîãàðèòìà äîáèjàìî äà âàæè

log 1
2

(x2 − 7x+ 12) > −1⇔

⇔
[
log 1

2
(x2 − 7x+ 12) > log 1

2

(
1
2

)−1 ∧ x2 − 7x+ 12 > 0
]
⇔

⇔ [x2 − 7x+ 12 < 2 ∧ x2 − 7x+ 12 > 0]⇔
⇔ [x2 − 7x+ 10 < 0 ∧ x2 − 7x+ 12 > 0]⇔
⇔ [(x ∈ (2, 5)) ∧ (x ∈ (−∞, 3) ∪ (4,+∞))]⇔ x ∈ (2, 3) ∪ (4, 5).

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

7. Ïîøòî jå çà jåäíàêîñòðàíè÷íè òðîóãàî ïîëóïðå÷íèê îïèñíîã êðóãà
R = 2

3
h, à ïîëóïðå÷íèê óïèñàíîã êðóãà r = 1

3
h, è h =

√
3
2
a òî jå ïîâðøèíà
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ïðñòåíà jåäíàêà P = R2π−r2π = a2

3
π−a2

12
π = a2

4
π. Êàêî jå ïî ïðåòïîñòàâöè

çàäàòêà P = 4π cm2, îäàòëå äîáèjàìî äà jå a = 4 cm.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

8. Ðåøå»à x1 è x2 jåäíà÷èíå x
2+(a−4)x+a−2 = 0 ñó ðåàëíà àêî è ñàìî

àêî jå (a− 4)2− 4 · 1 · (a− 2) > 0. Ïðåòõîäíà íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà
a2−8a+ 16−4a+ 8 ≥ 0 òj. a2−12a+ 24 ≥ 0. Ñà äðóãå ñòðàíå, êîðèñòå£è

Âèjåòîâå ôîðìóëå 1
x1

+ 1
x2

= x2+x1
x1x2

=
− b
a
c
a

= − b
c
ãäå ñó a, b, c êîåôèöèjåíòè

óç x2, x, 1 ó ëåâîì äåëó êâàäðàòíå jåäíà÷èíå ax2 + bx + c = 0. Îäàòëå
äîáèjàìî äà jå 1

x1
+ 1

x2
= −a+4

a−2 , òj. íåjåäíà÷èíó
−a+4
a−2 ≥ 1. Ðåøàâà»åì ïðâå

íåjåäíà÷èíå äîáèjàìî äà a ∈ (−∞, 6−2
√

3]∪ [6+2
√

3,+∞), à ðåøàâà»åì
äðóãå íåjåäíà÷èíå a ∈ (2, 3]. Êàêî jå 6 − 2

√
3 < 3, ïðåñåê äîáèjåíà äâà

ñêóïà jå (2, 6− 2
√

3].
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

9. Êàêî ñó ïîâðøèíå äèjàãîíàëíèõ ïðåñåêà ïðàâå ïðèçìå ÷èjà jå
îñíîâà ðîìá 60 è 60

√
3, òî çíà÷è äà jå d1H = 60 è d2H = 60

√
3, ãäå

ñó d1 è d2 äèjàãîíàëå ðîìáà. Èç ôîðìóëå çàçàïðåìèíó 180
√

3 = BH.
Ïîøòî jå îñíîâà ðîìá, ïîâðøèíà îñíîâå jå jåäíàêà B = d1d2

2
è âàæè äà

jå 180
√

3 = d1d2
2
H, oäàâäå äîáèjàìî äà jå 180

√
3 = d1H

d2
2

= d2H
d1
2
, òj.

äâå jåäíà÷èíå 180
√

3 = 60 · d2
2
è 180

√
3 = 60

√
3 · d1

2
îäàêëå äîáèjàìî

äà jå d2 = 6
√

3 a d1 = 6, è H = 10. Ïîâðøèíà ïðèçìå jå 2B + M.
B = d1d2

2
= 18

√
3 a M = 4aH. Êàêî jå a = 6, ïîâðøèíà ïðèçìå jå jåäíàêà

P = 36
√

3 + 4 · 6 · 10 = 240 + 36
√

3.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

10. Àêî èçðàçèìî ñèíóñ ïðåêî êîñèíóñà äîáè£åìî äà jå ïîëàçíà jåäíà-
÷èíà åêâèâàëåíòíà 1− cosx− 3(1− cos2 x) = 0 òj. −2− cosx+ 3 cos = 0.
Óâî¢å»åì ñìåíå cosx = t äîáèjàìî êâàäðàòíó jåäíà÷èíó 3t2 − t− 2 = 0.
Ðåøå»à êâàäðàòíå jåäíà÷èíå ñó t1 = −2

3
è t2 = 1. Êàäà âðàòèìî ñìåíó

äîáèjàìî jåäíà÷èíå îáëèêà cosx = t1 = −2
3
è cosx = t2 = 1. Ïðâà

jåäíà÷èíà èìà 3 ðåøå»à, äîê äðóãà íà èíòåðâàëó (−π, 2π] èìà 2 ðåøå»à.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

11. Êîñèíóñ çáèðà èçðà÷óíàâàìî êàî cos(2α + β) = cos 2α cos β−
− sin 2α sin β. Êàêî jå sin β = 1

5
√
2
, âàæè äà jå cos β = 7

5
√
2
. Ñà äðóãå ñòðàíå

âàæè äà jå cos 2α = 1−tg2 α
1+tg2 α

=
1− 1

9

1+ 1
9

= 4
5
è sin 2α = 2 tgα

1+tg2 α
=

2 1
3

1+ 1
9

= 3
5
. Îäàòëå

äîáèjàìî äà jå cos(2α+ β) = 4
5
· 7
5
√
2
− 3

5
1

5
√
2

= 25
25
√
2

= 1√
2
· Îäàâäå äîáèjàìî

äà jå 2α + β = π
4
.

131



Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä A.

12. Ó ðàçâîjó ñòåïåíà áèíîìà
(
x3 − 1

x

)15
îïøòè ÷ëàí jå îáëèêà

(
15

k

)(
x3
)15−k (−1

x

)k
.

Ïîñëå ñðå¢èâà»à äîáèjàìî äà jå îïøòè ÷ëàí (−1)k
(
15
k

)
x45−4k. Äà áè

äîáèëè äà ñòåïåí áóäå 1 íåîïõîäíî jå äà 45 − 4k = 1. Ðåøàâàjó£è òó
jåäíà÷èíó äîáèjàìî äà jå k = 11, ïà jå êîåôèöèjåíò (−1)11

(
15
11

)
= −1365.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

13. Ïîøòî êâàäðàòíè êîðåí óâåê äàjå ïîçèòèâíå ðåçóëòàòå
(x− 1)

√
x2 − x− 2 ≥ 0⇔

⇔ (x2 − x− 2 = 0 ∨ ((x− 1) ≥ 0 ∧ x2 − x− 2 > 0))⇔
⇔ (x = −1 ∨ x = 2 ∨ (x ≥ 1 ∧ (x < −1 ∨ x > 2))⇔
⇔ x ∈ {−1} ∪ (2,+∞).

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

14. Jåäíà÷èíà òðàæåíå ïðàâå p êîjà ñàäðæè òà÷êå A è B jå îáëèêà
y−y1
y2−y1 = x−x1

x2−x1 øòî jå åêâèâàëåíòíî y−3
−1−3 = x−1

5−1 òj. y = −x+ 4. Jåäíà÷èíà

íîðìàëå íà ïðàâó p je îáëèêà y− y1 = k(x− x1), òj. y− (−1) = 1 · (x− 5)
øòî jå åêâèâàëåíòî y = x− 6. Äîáèjåíà íîðìàëà ïðåñåöà x-îñó çà x = 6,
ïà jå àïñöèñà ïðåñåêà 6. Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

15. Aêî ñâåæå ãðîæ¢å ñàäðæè 77% âîäå, òî çíà÷è äà ó ãðîæ¢ó èìà
77% âîäå è 23% ñóâå ìàòåðèjå. Ñóâî ãðîæ¢å ñàäðæè 8% âîäå è 92%
ñóâå ìàòåðèjå. Òî çíà÷è äà ó 200 kg ñóâîã ãðîæ¢à èìà 8

100
· 200 = 16 kg

âîäå è 92
100
· 200 = 184 kg ñóâå ìàòåðèjå. Ñàäà òðåáà îäðåäèòè êîëèêî jå

ïîòðåáíî ñâåæåã ãðîæ¢à äà áè èìàëè 184 kg ñóâå ìàòåðèjå. Òî äîáèjàìî
èç ÷è»åíèöå äà ó x kg ñâåæåã ãðîæ¢à èìà 23

100
x ñóâå ìàòåðèjå. Äàêëå,

23
100
x = 184⇔ x = 184 · 100

23
= 800.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.
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Ïðèjåìíè èñïèò 2013 - òåñò 3

1. Âðåäíîñò èçðàçà

(
( 1
3
:0,53+ 2

3
:5 4

5
− 14

29)·17
(1 1

2
− 1

12):(1+0,42)

)0,2

jå:

À) 0, 5; Á) 1; Â) 2; Ã) 4; Ä) 8; Í) íå çíàì.

2. Ïîñëå ñðå¢èâà»à èçðàç (a2 + b2)
2 − 2b4 − ab ·

(
a
b
− b

a

)
: 1
a2+b2

, ãäå jå
ab 6= 0, jåäíàê jå:

À) a2− b2; Á) 2a2b2; Â) ab; Ã) a2 + b2; Ä) a2

b2
+ b2

a2
; Í) íå çíàì.

3. Íåêà jå ñêóï ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå x2−3x−10
x2+3x−4 ≤ 0. Òàäà jå çà

íåêå ðåàëíå áðîjåâå a, b, c, d (a < b < c < d),ñêóï S îáëèêà:
À) [a, b]

⋃
(c, d); Á) (a, b]

⋃
[c, d); Â) [a, b)

⋃
(c, d]; Ã) (a, b)

⋃
[c, d];

Ä) (a, b]
⋃

(c, d]; Í) íå çíàì.

4. Áðîjåâè a1, a2, ..., an, ... îáðàçójó ãåîìåòðèjñêè íèç çà êîjè âàæè
a5=a2 = 36, a1 − a4 = 18 . Çáèð ïðâèõ jåäàíàåñò ÷ëàíîâà ïðèïàäà ñêóïó:

À) [1000, 1300); Á) [1900, 2200); Â) [1600, 1900); Ã) [1300, 1600);
Ä) [2200, 2500); Í) íå çíàì.

5.Áðîj ðåøå»à ñèñòåìà 2x + 3y = 5, 9y + 4x = 13 jå:
À) 0; Á) 1; Â) 2; Ã) 3; Ä) 4; Í) íå çíàì.

6. Àêî jå log2 25 = a, log2 9 = b èçðà÷óíàòè log15 2
À) a+ b; Á) 2

a+b
; Â) a− b; Ã) a+b

2
; Ä) 1

a+b
; Í) íå çíàì.

7. Áî÷íå ñòðàíèöå òðàïåçà, ó êîãà ñå ìîæå óïèñàòè êðóã ïîëóïðå÷íèêà
3 cm, ñó 7 cm è 11 cm. Òàäà jå çáèð íóìåðè÷êèõ âðåäíîñòè îâðøèíå è
îáèìà jåäíàê:

À) 90; Á) 167; Â)128; Ã) 126; Ä) 111; Í) íå çíàì.

8. Îäðåäèòè ñêóï âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà p òàêî äà jåäíà÷èíà
|x2 − 2x− 8| − p = 0 èìà âèøå îä äâà ðåøå»à:

À) [=2, 4]; Á) (0, 9]; Â) [=2,=4); Ã) (9,∞); Ä) [9,∞);
Í) íå çíàì.

9. Ïîâðøèíà îñíîã ïðåñåêà ïðàâîã âà§êà jå 60 à ïîâðøèíà âà§êà jå
78π. Çàïðåìèíà òîã âà§êà jåäíàêà jå:

À) 90π; Á) 90
√

2π; Â) 240
√

3π; Ã) 144π; Ä) 144
√

2π;
Í) íå çíàì.

10. Áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå sinx = cos x
2
íà èíòåðâàëó (−2π, 5π) jå:

À) 6; Á) 5; Â) 4; Ã) 3; Ä) 7; Í) íå çíàì.
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11. Âðåäíîñò èçðàçà sin 18° · sin 54° jå:

À) 1
2
; Á) 1

4
; Â) 3

4
; Ã) 3

8
; Ä) 5

8
; Í) íå çíàì.

12. Áðîj èðàöèîíàëíèõ ñàáèðàêà ó ðàçâîjó
(√

5 + 3
√

2
)2013

jå:

À) 1674; Á) 1675; Â) 1676; Ã) 1677; Ä) 1678; Í) íå çíàì.

13. Êîëè÷íèê çáèðà ñâèõ íóëà ïîëèíîìà è ïðîèçâîäà ñâèõ íóëà ïîëèíîìà
P (x) = 2x3 − 12x2 + 22x− 12 jåäíàê jå:

À) 6; Á) −6; Â) −1; Ã) 1; Ä) 1
6
; Í) íå çíàì.

14. Çáèð êîîðäèíàòà öåíòðà êðóæíèöå êîjà ñå íàëàçè ó ïðâîì êâàäðàíòó,
êîjà äîäèðójå ïðàâå y = x+ 1 è y = 3x+ 1, è ñàäðæè òà÷êó A(3, 4) jåäíàê
jå:

À) 6
√

5=11 ; Á) 9
√

5; Â) 18
√

5; Ã) 11=6
√

5; Ä) 7; Í) íå çíàì.

15. Çáèð ðåøå»à jåäíà÷èíå 2z + 5z − zz = 1 + 9i jåäíàê jå ?

À) 7=6i; Á) 2=3i; Â) =2 + 3i; Ã) 0; Ä) 4=8i; Í) íå çíàì.

Ðåøå»å:

1. Ñðå¢èâà»åì èçðàçà äîáèjàìî:(
( 1
3
:0,53+ 2

3
:5 4

5
− 14

29)·17
(1 1

2
− 1

12):(1+0,42)

)0,2

=

((
1
3
:( 1

2)
3
+ 2

3
: 29
5
− 14

29

)
·17

( 3
2
− 1

12):
(
1+( 2

5)
2
)
)0,2

=

=

(
( 1
3
·23+ 2

3
· 5
29
− 14

29)·17
( 18
12
− 1

12):(1+ 4
25)

)0,2

=

(
( 8
3
+ 10

87
− 14

29)·17
17
12
· 25
29

)0,2

=

(
( 8·29+10−14·3

87 )·17
17
12
· 25
29

)0,2

=

=
(

200
87
·17

17
12
· 25
29

)0,2
=
(

200
3
·17

17
12
· 25
1

)0,2
=
(

200
3
·17

17
12
·25

)0,2
=
(

200·17
17
4
·25

)0,2
=
(

200·1
1
4
·25

)0,2
=

=
(
800
25

)0,2
= (32)0,2 = 2.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

2. Ñðå¢èâà»åì èçðàçà äîáèjàìî:

(a2 + b2)
2 − 2b4 − ab ·

(
a
b
− b

a

)
: 1
a2+b2

=

= a4 + 2a2b2 − b4 − ab ·
(
a2−b2
ab

)
· (a2 + b2) =

= a4 + 2a2b2 − b4 − (a4 − b4) = 2a2b2.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

3. Ôàêòîðèñà»åì èìåíèîöà è áðîjèîöà äîáèjàìî åêâèâàëåíòíó íåjåäíà÷èíó
(x−5)(x+2)
(x−1)(x+4)

≤ 0. Ðåøå»å íåjåäíà÷èíå jå (−4,−2] ∪ (1, 5].

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.
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4. Àêî áðîjåâè a1, a2, ..., an, ... îáðàçójó ãåîìåòðèjñêè íèç, îíäà jå
îïøòè ÷ëàí an = a1q

n−1. Èç óñëîâà a5−a2 = a1q
4−a1q = 36, a1−a1q3 = 18.

Îäàâäå jå a1q(q
3 − 1) = 36 è a1(1 − q3) = 18. Îäàâäå jå a1 = 18

1−q3 ïà jå
18

1−q3 q(q
3 − 1) = 36 øòî jå åêâèàëåíòíî −18q = 36, ïà jå q = −2 è a1 = 2.

Çáèð ïðâèõ jåäíàåñò ÷ëàíîâà jå
2 + 2 · (−2) + 2 · (−2)2 + 2 · (−2)3 + · · ·+ 2 · (−2)10 =

= 2 · 1−(−2)
11

1−(−2) = 2 · 1+211

1+2
= 21+2048

3
= 2+4096

3
= 4098

3
= 1366.

Ta÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

5. Ñèñòåì 2x + 3y = 5, 9y + 4x = 13 óâî¢å»åì ñìåíà 2x = u, 3y = v
ïîñòàjå ñèñòåì u+ v = 5, v2 +u2 = 13. Àêî ó ïðâîj jåäíà÷èíè èçðàçèìî u
ïðåêî v è òî óâðñòèìî ó äðóãîj jåäíà÷èíè äîáè£åìî êâàäðàòíó jåäíà÷èíó
v2+(5−v)2 = 13⇔ 2v2−10v+12 = 0⇔ v2−5v+6 = 0 ÷èjà ñó ðåøå»à v = 2
è v = 3. Îäàòëå äîáèjàìî äà jå u = 3 èëè 2. Âðà£à»åì ñìåíå äîáèjàìî äà

ñó ðåøå»à ñèñòåìà

{
2x = 3
3y = 2

èëè

{
2x = 2
3y = 3

. Îäàâäå âèäèìî äà ïîñòîjå

äâà ðåøå»à ñèñòåìà: (log2 3, log3 2) îäíîñíî (1, 1).
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

6. Àêî jå log2 25 = a, log2 9 = b òàäà jå log2 52 = 2 log2 5 = a îäàêëå
ñëåäè log2 5 = a

2
. Ñëè÷íî òîìå jå log2 3 = b

2
. Çàäàòàê jå äà èçðà÷óíàìî

log15 2. Êàêî jå log15 2 = 1
log2 15

= 1
log2(3·5)

= 1
log2 3+log2 5

= 1
b
2
+a

2

= 2
a+b

.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

7. Íà îñíîâó ñëèêå 75 äîáèjàìî äà jå a+ d = 7 è b+ c = 11 êîðèñòå£è
÷è»åíèöó äà äâå òàíãåíòå èç èñòå òà÷êå íà êðóã îáðàçójó jåäíàêîêðàêè
òðîóãàî. Îáèì jå jåäíàê

d+ c+ c+ b+ b+ a+ a+ d = 2(a+ b+ c+ d) = 2(7 + 11) = 2 · 18 = 36.

Ïîâðøèíà P = m · h. Âèñèíà jå h = 3 + 3 = 6. Ìåäèjàíà

m =
(d+ c) + (a+ b)

2
=

18

2
= 9,

ïà jå ïîâðøèíà P = 6 · 9 = 54. Òðàæåíè çáèð jå 36 + 54 = 90.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

8. Çàäàòàê ìîæåìî ðåøèòè ãðàôè÷êè òàêî øòî ïîñìàòðàìî ãðàôèêå
ôóíêöèjà y1 = |x2 − 2x− 8| è y2 = p, ãäå jå y1 = y2. Ñà ñëèêå âèäèìî äà
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.

.

.

.

.

a

a

b

b

c

cd

d

7 11

Ñë. 75:

âèøå îä äâà ðåøå»à äîáèjàìî çà p ∈ (0, a]. Ïîòðåáíî jå îäðåäèòè a êîjå
çàïðàâî ïðåäñòàâ»à àïñîëóòíó âðåäíîñò ìèíóìóìà êâàäðàòíå ôóíêöèjå
(òåìå ïàðàáîëå). Êàêî jå ó ïèòà»ó ïàðàáîëà y1 = x2−2x−8, x-êîîðäèíàòó
»åíîã òåìåíà íàëàçèìî ïî ôîðìóëè x = − b

2a
= −−2

2
= 1. Îäàâäå òåìå

ïàðàâîëå T èìà êîîðäèíàòå T (1,−9), ïà jå a = 9.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

x

y

0

. .
-2 4

.

1

9

. . . .

. .

Ñë. 76:

9. Ïîâðøèíà îñíîã ïðåñåêà ïðàâîã âà§êà jåäíàêà jå Po = 2r ·H ïà jå
Po = 2r · H = 60, à ïîâðøèíà âà§êà ñå ðà÷óíà ïî ôîðìóëè
P = 2r2π + 2rπ · H ïà jå 2r2π + 2rπ · H = 78π. Èç ïîâðøèíå îñíîãîã
ïðåñåêà ìíîæå»åì ñà π äîáèjàìî 2rπH = 60π. Èç ôîðìóëå çà ïîâðøèíó
âà§êà äîáèjàìî äà jå 78π = 2r2π + 60π ⇔ r2 = 9 ⇒ r = 3, à îäàâäå jå
H = 10. Çàïðåìèíà òîã âà§êà jåäíàêà jå V = r2πH = 90π.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

10. Èçðàç ñà ëåâå ñòðàíå jåäíàêîñòè ïðåäñòàâ§àìî êàî ñèíóñ äâîñòðóêîã
óãëà ïà äîáèjàìî sin 2 · x

2
= 2 sin x

2
cos x

2
= cos x

2
øòî jå åêâèâàëåíòíî
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jåäíà÷èíè cos x
2
(2 sin x

2
− 1) = 0 òj. cos x

2
= 0 ∨ sin x

2
= 1

2
. Ïðâà jåäíà÷èíà

jå åêâèâàëåíòíà x
2

= π
2

+ kπ òj. x = π + 2kπ, k ∈ Z è èìà 3 ðåøå»à, à
äðóãà jå åêâèâàëåíòíà sin x

2
= 1

2
îäíñíî x

2
= π

6
+ 2kπ ∨ 5π

6
+ 2kπ, k ∈ Z ïà

x = π
3

+ 4kπ ∨ 5π
3

+ 4kπ, k ∈ Z èìà 3 ðåøå»à íà èíòåðâàëó (−2π, 5π).
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä A.
11. Ïðâî £åìî èçðà÷óíàòè sin 18° òàêî øòî £åìî êðåíóòè îä jåäíàêîñòè

sin 54° = cos 36° øòî jå åêâèâàëåíòíî sin 3 · 18° = cos 2 · 18°. Êîðèø£å»åì
ôîðìóëà çà ñèíóñ è êîñèíóñ çáèðà óãëîâà äîáèjàìî

−4 sin3 18° + 3 sin 18° = 1− 2 sin2 18°⇔
⇔ −4 sin3 18° + 3 sin 18° + sin2 18° = 1− sin2 18°⇔
⇔ sin 18°(sin 18°− 1)(4 sin 18°− 3) = (1− sin 18°)(1 + sin 18°)⇔
⇔ sin 18°(3− 4 sin 18°) = 1 + sin 18°.

Óâî¢å»åì ñìåíå t = sin 18° äîáèjàìî êâàäðàòíó jåäíà÷èíó ÷èjà ñó
ðåøå»à t = −1−

√
5

4
è t = −1+

√
5

4
. Ïðâî ðåøå»å îäáàöójåìî çàòî øòî jå ðå÷

ó ïðâîì êâàäðàíòó ïà ñèíóñ íå ìîæå áèòè íåãàòèâàí. Îäàâäå jå sin 18° =
−1+

√
5

4
. Êîðèñòå£è îâàj ðåçóëòàò ìîæåìî äà èçðà÷óíàìî sin 3 · 18° · sin 18°.

Êðàj»è ðåçóëòàò jå 1
4
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

12. Êîðèñòå£è �óòíîâó áèíîìíó ôîðìóëó âàæè äà jå îïøòè ÷ëàí

îáëèêà
(
2013
k

) (√
5
)2013−k ( 3

√
2
)k

=
(
2013
k

)
5

2013−k
2 2

k
3 . Èçðà÷óíàjìî ïðâî áðîj

ðàöèîíàëíèõ ñàáèðàêà. Òî ñó ñàáèðöè êîä êîjèõ jå 2013− k äå§èâî ñà 2,
è äà jå k äå§èâî ñà 3. Èç ïðâîã âèäèìî äà k òðåáà äà áóäå íåïàðíî è äà
jå k äå§èâî ñà 3. Òî ñó áðîjåâè 3, 9, 15, 21,... . Âèäèìî äà jå 2013 íåïàðàí
è äå§èâ ñà 3 ïà jå òî ójåäíî è ïîñëåä»å k êîjè çàäîâî§àâà óñëîâå. Òî
çíà÷è äà jå 3 + 6 · (n − 1) = 2013 øòî jå åêâèâàëåíòíî 6(n − 1) = 2010
òj. 6(n − 1) = 2010. Èç ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî n − 1 = 335 òj.
n = 336. Êàêî jå 336 ðàöèîíàëíèõ ñàáèðàêà, òî jå 2014 − 336 = 1678
èðàöèîíàëíèõ.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

13. Íåêà ñó x1, x2 è x3 íóëå ïîëèíîìà. Êîðèñòå£è Âèjåòîâå ôîðìóëå
âàæè äà jå x1 + x2 + x3 = −−12

2
= 6 è x1x2x3 = −−12

2
= 6, ïà îäàòëå ñëåäè

äà jå x1+x2+x3
x1x2x3

= 6
6

= 1.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

14. Ïðèìåòèìî äà òà÷êà A ïðèïàäà ïðâîj ïðàâîj, øòî çíà÷è äà îíà
ïðåäñòàâ§à òà÷êó äîäèðà òàíãåíòå è êðóæíèöå. Îäàòëå jå jåäíà÷èíà
òàíãåíòå íà êðóæíèöó êðîç òó òà÷êó (x− p)(3− p) + (y − q)(4− q) = r2.
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Äîáèjåíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà (y− q)(4− q) = r2− (x− p)(3− p) òj.
y − q = r2

4−q −
(x−p)(3−p)

4−q , øòî jå åêâèâàëåíòíî y = q + r2

4−q −
(x−p)(3−p)

4−q .

Ïðåòõîäíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà y = q + r2

4−q − x ·
3−p
4−q + p(3−p)

4−q . Êàêî

jå òàíãåíòà èñòîâðåìåíî ïðàâà y = x+ 1 ìîðà äà âàæè 3−p
4−q = −1, îäàêëå

äîáèjàìî äà jå q = 7− p⇔ p+ q = 7.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

15. Àêî íåïîçíàòó çàïèøåìî ó àëãåáàðñêîì îáëèêó z = x+iy äîáè£åìî
åêâèâàëåíòíó jåäíà÷èíó 2(x + iy) + 5(x − iy) − (x + iy)(x − iy) = 1 + 9i
òj. 2x + 2yi + 5x − i5y − x2 − y2 = 1 + 9i. Íàêîí ñðå¢èâà»à äîáèjàìî
jåäíà÷èíó(−x2+7x−y2)−3yi = 1+9i. Äîáèjåíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà
ñèñòåìó −x2 + 7x − y2 = 1, −3y = 9. Èç äðóãå jåäíà÷èíå äîáèjàìî
y = −3. Óâðøòàâà»åì ó ïðâó jåäíà÷èíó äîáèjàìî êâàäðàòíó jåäíà÷èíó
−x2 + 7x− 9 = 1 ÷èjà ñó ðåøå»à x1 = 2 è x1 = 5, ïà ñó äîáèjåíà ðåøå»à
z1 = 2− 3i è z2 = 5− 3i à »èõîâ çáèð jå 7− 6i.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.
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Ïðèjåìíè èñïèò 2013 - òåñò 4

1. Âðåäíîñò èçðàçà 12 ·
(

5√
10−2 + 2√

10+5
− 7√

10

)
jå:

À) 3
√

5; Á) 14; Â) 28; Ã) 4
√

2; Ä) 8
√

10; Í) íå çíàì.

2. Ïîñëå ñðå¢èâà»à èçðàç
[
(a+b)3−(a−b)3+4b3

6b
+ 2ab

]
· 1
a+b

, ãäå jå b 6= 0 è

a+ b 6= 0, jåäíàê jå:
À) a2 + b2; Á) a− b; Â) 1

ab
; Ã) 1

a
+ 1

b
; Ä) a+ b; Í) íå çíàì.

3. Íåêà jå ñêóï S ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå x2−8x+7
x2−5x+6

≤ 0 . Òàäà jå çà
íåêå ðåàëíå áðîjåâå a, b, c, d (a < b < c < d), ñêóï S îáëèêà:

À) [a, b) ∪ (c, d]; Á) (a, b] ∪ [c, d); Â) [a, b] ∪ (c, d); Ã) (a, b) ∪ [c, d];
Ä) (a, b] ∪ (c, d]; Í) íå çíàì.

4. Âðåäíîñò èçðàçà i5 + i6 + i7 + ...+ i2012 + i2013 jåäíàê jå:
À) 1 + i; Á) i; Â) −1; Ã) 0; Ä) 1− i; Í) íå çíàì.

5. Çáèð ðåøå»à jåäíà÷èíå 2
2
x
−1−33 ·2 1

x
−3 + 1 = 0 ïðèïàäà èíòåðâàëó:

À) [−4
3
,− 9

10
); Á) [−5

6
,−3

8
); Â) [−3

8
, 3
8
); Ã) [3

8
, 5
6
); Ä) [8

9
, 4
3
);

Í) íå çíàì.

6. Ïðîèçâîä ðåøå»à jåäíà÷èíå x
log2 x+5

3 = 25+log2 x jåäíàê jå:
À) 1

4
; Á) 2; Â) 1; Ã) 1

2
; Ä) 4; Í) íå çíàì.

7. Óíóòðàø»è óãàî ïðàâèëíîã n-òîóãëà jå 157◦30′. Òàäà jå áðîj
äèjàãîíàëà òîã n-òîóãëà jåäíàê:

À) 90; Á) 77; Â) 135; Ã) 104; Ä) 119; Í) íå çíàì.

8. Îäðåäèòè ïàðàìåòàð a òàêî äà ðåøå»à jåäíà÷èíå x2+(a−3)x+a = 0
áóäó ïîçèòèâíà è ðàçëè÷èòà. Òàäà a ïðèïàäà ñêóïó:

À) (0, 3); Á) (0, 1) ; Â) (−∞, 1) ∪ (9,∞); Ã) (9,∞);
Ä) (0, 1) ∪ (9,∞); Í) íå çíàì.

9. Äàòà jå êîöêàABCDA1B1C1D1. Àêî jå çàïðåìèíà ïèðàìèäåABDS,
ãäå jå S ñðåäèøòå ñòðàíå BCC1B1, jåäíàêà

9
4
. Êîëèêà jå ïîâðøèíà êîöêå?

À) 72; Á) 48; Â) 24; Ã) 54; Ä) 30; Í) íå çíàì.

10. Áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå 1−cos(8x)
sin(4x)

= 0 íà èíòåðâàëó (0, 2π] jå:

À) 0; Á) 9; Â) áåñêîíà÷íî ìíîãî; Ã) 7; Ä) 8; Í) íå çíàì.

11. Âðåäíîñò èçðàçà sin 250◦+2 cos 320◦

sin 1100◦
jå:

À)
√
3
2
; Á) 2

√
3; Â)

√
3
3
; Ã)

√
3
4
; Ä)

√
3 ; Í) íå çíàì.
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12. Áðîj ðàöèîíàëíèõ ñàáèðàêà ó ðàçâîjó
(√

2 + 3
√

3
)2013

jå:

À) 333; Á) 334; Â) 335; Ã) 336; Ä) 337; Í) íå çíàì.

13. Çáèð ðåøå»à jåäíà÷èíå (x+1)(x−2)(x−3)(x−4)(x−5)
log|x2−1|

= 0 jåäíàê jå:

À) 11; Á) 13; Â) 7; Ã) 8; Ä) 14; Í) íå çíàì.

14. Çáèð êîîðäèíàòà òà÷êå íà åëèïñè 2x2 + 4y2 = 18 êîjà jå íàjáëèæà
ïðàâîj x+ 4y = 2013, jåäíàê jå:

À) 2013; Á) 3; Â) 6; Ã) 27
2
; Ä) 10

3
; Í) íå çíàì.

15. Êîøó§à jå ïîñêóïåëà ïðâî çà 20%, à íàêîí 16 äàíà, ïîjåôòèíèëà
çà 20%. Øòà jå òà÷íî?

À) öåíà jå îñòàëà èñòà; Á) ïîñêóïåëà jå çà 16%;
Â) ïîjåôòèíèëà jå çà 16%; Ã) ïîñêóïåëà jå çà 4%;
Ä) ïîjåôòèíèëà jå çà 4%; Í) íå çíàì.

Ðåøå»å:

1. Ðàöèîíàëèñà»åì è ñðå¢èâà»åì èçðàçà äîáèjàìî jåäíàêîñòè

12 ·
(

5√
10−2 + 2√

10+5
− 7√

10

)
=

= 12 ·
(

5√
10−2 ·

√
10+2√
10+2

+ 2√
10+5
·
√
10−5√
10−5 −

7√
10
·
√
10√
10

)
=

= 12 ·
(

5(
√
10+2)

10−4 + 2(
√
10−5)

10−25 −
7
√
10

10

)
=

= 12 ·
(

5
√
10+10
6

+ 2
√
10−10
−15 − 7

√
10

10

)
=

= 10
√

10 + 20− 50
√
10−40
5

=

= 10
√

10 + 20− 10
√

10 + 8 = 28.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

2. Êóáèðà»åì áèíîìà è ñðå¢èâà»åì èçðàçà äîáèjàìî jåäíàêîñòè[
(a+b)3−(a−b)3+4b3

6b
+ 2ab

]
· 1
a+b

=

=
[
a3+3a2b+3ab2+b3−(a3−3a2b+3ab2−b3)+4b3

6b
+ 2ab

]
· 1
a+b

=

=
[
6a2b+2b3+4b3

6b
+ 2ab

]
· 1
a+b

=

= [a2 + b2 + 2ab] · 1
a+b

=

= [a+ b]2 · 1
a+b

= a+ b.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.
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3. Ðåøèìî íåjåäíà÷èíó x2−8x+7
x2−5x+6

≤ 0 òàêî øòî £åìî îäðåäèòè çíàê
èìåíèîöà è áðîjèîöà. Ðåøå»å íåjåäíà÷èíå x2−8x+7 ≤ 0 jå åêâèâàëåíòíî
íåjåäíà÷èíè (x− 7)(x− 1) ≤ 0 ÷èjà ñó ðåøå»à x ∈ [1, 7]. Çíàê èìåíèîöà
îäðå¢ójåìî íà ñëè÷àí íà÷èí: íåjåäíà÷èíà x2−5x+6 ≤ 0 jå åêâèâàëåíòíà
(x− 5)(x− 1) ≤ 0 ÷èjà ñó ðåøå»à x ∈ [2, 3]. Îâå ïîäàòêå ìîæåìî ñòàâèòè
ó òàáëèöó

1 2 3 7
x2 − 8x+ 7 + 0 - - - - - 0 +
x2 − 5x+ 6 + + + 0 + 0 + +

x2−8x+7
x2−5x+6

+ 0 - íåäåô - íåäåô - 0 +

è îäàâäå çàê§ó÷ójåìî äà jå x ∈ [1, 2) ∪ (3, 7].
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

4. Èçðàç ìîæåìî ðàöèîíàëèçîâàòè ïà £åìî äîáèòè:
i5 + i6 + i7 + ...+ i2012 + i2013 =
= i5(1 + i1 + i2 + ...+ i2007 + i2008) =
= i · (1 + i1 + i2 + i3 + i4 + ...+ i2007 + i2008).
Çáèð ÷åòðè óçàñòîïíà ñàáèðêà jå 1 + i1 + i2 + i3 = 0, çáèð äðóãà ÷åòðè

ñàáèðêà jå i4 + i5 + i6 + i7 = 0,..., i2004 + i2005 + i2006 + i2007 = 0. Îäàâäå
i5 + i6 + i7 + ...+ i2012 + i2013 = i · i502·4 = i · 1 = i.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

5. Jåäíà÷èíó 2
2
x
−1 − 33 · 2

1
x
−3 + 1 = 0 ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå

2
1
x = t ÷èìå äîáèjàìî êâàäðàòíó jåäíà÷èíó 1

2
t2− 33 · t · 2−3 + 1 = 0 êîjà jå

åêâèâàëåíòíà t2

2
− 33

8
· t + 1 = 0 òj. t2 − 33

4
· t + 2 = 0. Ðåøå»à ïðåòõîäíå

jåäíà÷èíå ñó

t =
33
4
±
√

( 33
4 )

2
−4·1·2

2
=

33
4
±
√

1089
16
− 128

16

2
=

33
4
±
√

1089
16
− 128

16

2
=

33
4
±
√

961
16

2
=

33
4
± 31

4

2
,

ïà jå t = 8∨ t = 1
4
. Âðà£à»åì ñìåíå äîáèjàìî jåäíà÷èíå 2

1
x = 8 = 23 è

2
1
x = 1

4
= 2−2, ÷èjà ñó ðåøå»à 1

x
= 3 è 1

x
= −2, òj. x1 = 1

3
èëè x2 = −1

2
ïà

jå »èõîâ çáèð x1 + x2 = −1
6
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

6. Àêî jåäíà÷èíó ëîãàðèòìójåìî ëîãàðèòìîì ñà îñíîâîì 2 äîáè£åìî

jåäíà÷èíó log2 x
log2 x+5

3 = log2 25+log2 x êîjà jå åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíè
log2 x+5

3
log2 x = 5 + log2 x. Óâî¢å»åì ñìåíå log2 x = t äîáèjàìî êâàäðàòíó

jåäíà÷èíó t+5
3
t = 5 + t êîjà jå åêâèâàëåíòíà (t + 5)( t

3
− 1) = 0 ÷èjà ñó
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ðåøå»à t = −5 è t = 3. Âðà£à»åì ñìåíå äîáèjàìî äà jå log2 x = −5 èëè
log2 x = 3, òj. x = 1

32
è x = 8. à »èõîâ ïðîèçâîä jå 1

4
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

7. Óíóòðàø»è óãàî ïðàâèëíîã n-òîóãëà jå (n−2)180◦
n

= 157◦30′ øòî jå
åêâèâàëåíòíî (n− 2)180 = n157, 5 òj. 80n− n157, 5 = 360. Èç ïðåòõîäíå
jåäíà÷èíå äîáèjàìî 22, 5n = 360 òj. n = 360

22,5
= 16. Áðîj äèjàãîíàëà

èçðà÷óíàâàìî ïî ôîðìóëè Dn = n(n−3)
2

= 16·13
2

= 104.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

8. Ðåøå»à ñó ïîçèòèâíà àêî è ñàìî àêî ñó »èõîâ ïðîèçâîä è çáèð
ïîçèòèâíè. Äà áè áèëà ðàçëè÷èòà ðåøå»à, íåîïõîäíî jå äà äèñêðèìàíòà
áóäå âå£à îä íóëå. Íåêà ñó x1 è x2 ðåøå»à, òàäà êîðèñòå£è Âèjåòîâå
ôîðìóëå ìîðà äà âàæè x1+x2 = −a−3

1
> 0 è x1·x2 = a

1
> 0. Äèñêðèìèíàíòà

je D = (a−3)2−4a = a2−10a+9 > 0⇔ a < 1∨a > 9. Ïðåñåêîì äîáèjàìî
a ∈ (0, 1).

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

9. Ïèðàìèäà ABDS (ñë. 77) èìà çàïðåìèíó V = 1
3
P4ABDHS ãäå jå

P4ABD = a2

2
è HS = a

2
. Çàïðåìèíà jå V = 1

3
a2

2
a
2

= a3

12
= 9

4
ïà jå a = 3.

Ïîâðøèíà êîöêå jå jåäíàêà P = 6a2 = 6 · 32 = 54.

A B

CD

A1 B1

C1D1

.
S

..

.

Ñë. 77:

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

10. Jåäíà÷èíà 1−cos(8x)
sin(4x)

= 0 jå åêâèâàëåíòíà ñèñòåìó jåäíà÷èíà

1 − cos(8x) = 0 ∧ sin(4x) 6= 0. Èç ïðâå jåäíà÷èíå äîáèjàìî cos(8x) = 1,
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òj. 8x = 2kπ, k ∈ Z ⇔ x = kπ
4
, k ∈ Z. Íà çàäàòîì èíòåðâàëó jå

x ∈ {π
4
, π
2
, 3π

4
, π, 5π

4
, 6π

4
, 7π

4
, 8π

4
}. Èç äðóãå jåäíà÷èíå ïðîâåðîì îäáàöójåìî

ñâà ðåøå»à.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

11. Êîðèñòå£è ôîðìóëå çà ñèíóñ è êîñèíóñ çáèðà è ðàçëèêå äîáèjàìî
jåäíàêîñòè:

sin 250◦+2 cos 320◦

sin 1100◦
= sin 250◦+2 cos 320◦

sin(20◦+1080◦)
=

= sin(180◦+70◦)+2 cos(360◦−40◦)
sin 20◦

= − cos 20◦+2 cos(60◦−20◦)
sin 20◦

=

= − cos 20◦+2(cos 60◦ cos 20◦+sin 60◦ sin 20◦)
sin 20◦

=

=
− cos 20◦+2

(
1
2
cos 20◦+

√
3

2
sin 20◦

)
sin 20◦

=
√
3 sin 20◦

sin 20◦
=
√

3.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

12. Ñàáèðöè ó ðàçâîjó áèíîìà ñó ïðåìà �óòíîâîj áèíîìíîj ôîðìóëè

îáëèêà
(
2013
k

) (√
2
)2013−k ( 3

√
3
)k
. Îäàòëå jå ñàáèðàê ðàöèîíàëàí àêî jå

2013 − k äå§èâî ñà 2 è k äå§èâî ñà 3. Ïîøòî jå 2013 íåïàðíî îíäà è k
ìîðà áèòè íåïàðíî. Êàêî k ìîðà áèòè èñòîâðåìåíî äå§èâî ñà 3 òî ñó îíäà
áðîjåâè 3,9,15,21,...,2013. Ïîøòî jå ó ïèòà»ó àðèòìåòè÷êà ïðîãðåñèjà ãäå
jå a1 = 3 è d = 6, ñëåäè äà jå 2013 = 3 + (n− 1)d = 3 + (n− 1)6. Îäàâäå
je 2010 = 6(n− 1)⇔ 335 = n− 1⇔ n = 336.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

13. Äà áè ðåàëàí áðîj áèî ðåøå»å äàòå jåäíà÷èíå íåîïõîäíî jå äà
áóäå íóëà áðîjèîöà à äà èñòîâðåìåíî íå áóäå íóëà èìåíèîöà è äà jå
èìåíèëàö äåôèíèñàí. Íóëå áðîjèîöà ñó -1,2,3,4,5. Ïðîâåðîì ó èìåíèîöó
îäáàöójåìî 2 è 4, ïà jå çáèð ðåøå»à jåäíà÷èíå −1 + 3 + 5 = 7.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

14. Óñëîâ äà ïðàâà y = kx + n áóäå òàíãåíòà åëèïñå x2

a2
+ y2

b2
= 1 jå

a2k2 + b2 = n2. Åëèïñà äàòà ó çàäàòêó jå x2

9
+ y2

9
2

= 1, ïà jå a = 3 è b = 3√
2
.

Ïðîíà¢èìî òàíãåíòó íà åëèïñó êîjà jå ïàðàëåëíà äàòîj ïðàâîj. Òà÷êà
äîäèðà òàíãåíòå è åëèïñå jå òðàæåíà òà÷êà. Ïðàâà ïàðàëåëíà äàòîj jå
îáëèêà
y = −1

4
x + n. Îäàâäå äîáèjàìî äà jå k = −1

4
à èç óñëîâà äîäèðà âàæè

äà jå 9 1
16

+ 9
2

= n2 øòî jå åêâèâàåëåíòíî 81
16

= n2 òj. n = ±9
4
, ïà ñó

êàíäèäàòè çà òðàæåíó òàíãåíòó y = −1
4
x + 9

4
è y = −1

4
x − 9

4
. Òàíãåíòà

êîjà jå áëèæà ïðàâîj y = −1
4
x + 2013

4
jå y = −1

4
x + 9

4
. Îäðåäèìî ñàäà

òà÷êó äîäèðà èç jåäíà÷èíå 2x2 + 4(−1
4
x + 9

4
)2 = 18 êîjà jå åêâèâàëåíòíà
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2x2 + 4( 1
16
x2 − 21

4
x9
4

+ 81
16

) = 18 òj. 2x2 + x2

4
− 9

2
x + 81

4
= 18. Ñðå¢èâà»åì

åêâèâàëåíòíå êâàäðàòíå jåäíà÷èíå 9
4
x2− 9

2
x+ 9

4
= 0 äîáèjàìî x2−2x+1 = 0

÷èjå jå ðåøå»åx = 1, a èç jåäíà÷èíå ïðàâå jå y = −1
4

+ 9
4

= 2. Ïà ñó
êîîðäèíàòå òà÷êå (1, 2). Çáèð êîîðäèíàòà jå 3.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

15. Íåêà jå ïî÷åòíà öåíà êîøó§å x. Íàêîí ïîñêóï§å»à çà 20% öåíà
êîøó§å jå x+ 20

100
x = x+0, 2x = 1, 2x. Àêî íàêîí òîãà êîøó§à ïîjåôòèíè

20% öåíà £å áèòè 1, 2x− 20
100

1, 2x = 1, 2x− 0, 24x = 0, 96x = 96
100
x. Êðàj»à

öåíà jå 96% îä ïî÷åòíå ïà jå êîøó§à ïîjåôòèíèëà çà 4%. Òà÷àí îäãîâîð
jå ïîä Ä.
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Ïðèjåìíè èñïèò 2013 - òåñò 5

1. Âðåäíîñò èçðàçà
((

1
8

)−3
:
(
1
4

)−2
: 8
)−0,5

jå:

À) 0, 25; Á) 2; Â) 0, 5; Ã) 4; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Í) íå çíàì.

2. Ïîñëå ñðå¢èâà»à èçðàç
[
a
b

+ b
a

]
:
[[

1
b

+ 1
a

]2 − 2
ab

]
, ãäå jå ab 6= 0,

jåäíàê jå:
À) 1

ab
; Á) a+ b; Â) a− b; Ã) ab; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Í) íå çíàì.

3. Íåêà jå ñêóï S ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå x2−6x−7
x2+3x−4 ≤ 0 . Òàäà jå çà

íåêå ðåàëíå áðîjåâå a, b, c, d (a < b < c < d), ñêóï S îáëèêà:
À) [a, b) ∪ (c, d]; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) [a, b] ∪ (c, d);

Ã) (a, b) ∪ [c, d]; Ä) (a, b] ∪ (c, d]; Í) íå çíàì.

4. Òðîöèôðåíèõ áðîjåâà äå§èâèõ ñà 16 èìà:
À) 56; Á) 57; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 59; Ä) 58;

Í) íå çíàì.

5. Ïðîèçâîä ðåøå»à jåäíà÷èíå 4|3x+2|−8 =
(

1
16

)x+4
jå:

À) 2
5
; Á) −2

5
; Â) 4

5
; Ã) −8

5
; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Í) íå çíàì.

6. Àêî jå 31+log9 4 + 251−log5 2 = p
q
ïðîñò ðàçëîìàê, îíäà jå p+ q jåäíàêî:

À) 32; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) 53; Ã) 38; Ä) 112;
Í) íå çíàì.

7. Íàä äâå ñóïðîòíå ñòðàíèöå êâàäðàòà ñòðàíèöå 1cm, êîíñòðóèñàíè
ñó ó êâàäðàòó jåäíàêîñòðàíè÷íè òðîóãëîâè. Ïîâðøèíà ÷åòâîðîóãëà êîjè
ñå äîáèjà ïðåñåêîì òà äâà òðîóãëà jå (ó cm2):

À) 2−
√
3√

3
; Á) 2−

√
3

3
; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 2+

√
3

3
√
3
; Ä) 2

√
3−3

2
√
3
;

Í) íå çíàì.

8. Îäðåäèòè ïàðàìåòàð a òàêî äà ðåøå»à jåäíà÷èíå x2+(a−3)x+a = 0
áóäó ïîçèòèâíà. Òàäà a ïðèïàäà ñêóïó:

À) (0, 3); Á) (0, 1] ; Â) (−∞, 1]∪(9,∞); Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Ä) (0, 1) ∪ (9,∞); Í) íå çíàì.

9. Äàòà jå êîöêàABCDA1B1C1D1. Àêî jå çàïðåìèíà ïèðàìèäåMNCA1,
ãäå ñó M è N ñðåäèøòà èâèöàAB è AD, jåftrightäíàêà 1. Êîëèêà jå
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ïîâðøèíà êîöêå?
À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 48; Â) 54; Ã) 24; Ä) 30;

Í) íå çíàì.

10. Áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå 1 − cosx − 2 sin2 x = 0 íà èíòåðâàëó
(−2π, 2π] jå:

À) 6; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) 5; Ã) 8; Ä) 7; Í) íå çíàì.

11. Âðåäíîñò èçðàçà 2 cos 7π
12

jå:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á)
√

2−
√

3; Â)−
√

2 +
√

3; Ã)−
√

2−
√

3;

Ä) −
√

2−
√

2; Í) íå çíàì.

12. ×ëàí ðàçâîjà
(
x3 − 1

x

)20
êîjè íå ñàäðæè x jå:

À) 1; Á) 20; Â) 190; Ã) 4845; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Í) íå çíàì.

13. Jåäíà÷èíà ïðàâå êîjà ñàäðæè òà÷êó A(2, 2) è íîðìàëíà jå íà ïðàâó
îäðå¢åíó ñà B(−3, 3) è C(2,−5) jåäíàêà jå:

À) 5x− 8y + 6 = 0; Á) −5x+ 8y + 6 = 0; Â) 8x− 5y − 6 = 0;
Ã) 8x+ 5y − 26 = 0; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Í) íå çíàì.

14. Îäðåäèòè a ∈ R òàêî äà ïðàâà x − y = 3 áóäå òàíãåíòà åëèïñå
x2 + 2y2 = a. Òàäà a ïðèïàäà èíòåðâàëó:

À) [1, 4); Á) [6, 7); Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) [4, 5); Ä) [7, 9];
Í) íå çíàì.

15. Àêî jå z = (1− i)2013 +
(

2
1−i

)2013
, òàäà jå |z| jåäíàêî:

À) 21006; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) 2
2013
2 ; Ã) 2

2015
2 ; Ä) 2

2011
2 ;

Í) íå çíàì.

Ðåøå»å:

1. Çàïèñèâà»åì ðàçëîìàêà ó çàãðàäè êàî ñòåïåíà è äà§èì ñðå¢èâà»åì
äîáèjàìî:((

1
8

)−3
:
(
1
4

)−2
: 8
)−0,5

=
(

(2−3)
−3

: (2−2)
−2

: 23
)−0,5

=

= (29 : 24 : 23)
−0,5

= (22)
−0,5

= 2−0,5·2 = 2−1 = 0, 5.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

2. Ñâî¢å»åì íà èìåíèîöå è äà§èì ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî[
a
b

+ b
a

]
:
[[

1
b

+ 1
a

]2 − 2
ab

]
= a2+b2

ab
:
[[

a+b
ab

]2 − 2
ab

]
=
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= a2+b2

ab
:
[
a2+2ab+b2

a2b2
− 2ab

a2b2

]
= a2+b2

ab
: a2+b2

a2b2
=

= a2+b2

ab
· a2b2

a2+b2
= ab.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

3. Ðåøèìî íåjåäíà÷èíó x2−6x−7
x2+3x−4 ≤ 0 òàêî øòî £åìî îäðåäèòè çíàê

èìåíèîöà è áðîjèîöà, øòî çíà÷è äà òðåáà ðåøèòè îäãîâàðàjó£å íåjåäíà÷èíå
x2 − 6x − 7 ≤ 0 è x2 + 3x − 4 ≤ 0. Áðîjèëàö ìîæåìî çàïèñàòè ó îáëèêó
ïðîèçâîäà ïà äîáèjàìî åêâèâàëåíòíó íåjåäíà÷èíó (x− 7)(x+ 1) ≤ 0 ÷èjà
ñó ðåøå»à x ∈ [−1, 7]. Èìåíèëàö òàêî¢å ìîæåìî çàïèñàòè ó îáëèêó
ïðîèçâîäà ïà äîáèjàìî åêâèâàëåíòíó íåjåäíà÷èíó (x+ 4)(x− 1) ≤ 0 ÷èjà
ñó ðåøå»à x ∈ [−4, 1]. Îâå ïîäàòêå ìîæåìî ñòàâèòè ó òàáëèöó

-4 -1 1 7
x2 − 6x− 7 + + + 0 - - - 0 +
x2 + 3x− 4 + 0 - - - 0 + +

x2−6x−7
x2+3x−4 + íåäåô - 0 + íåäåô - 0 +

è îäàâäå çàê§ó÷ójåìî äà jå x ∈ (−4,−1] ∪ (1, 7].
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

4. Ïðîíà¢èìî ïðâî íàjìà»è è íàjâå£è òðîöèôðåíè áðîj äå§èâ ñà 16.
Àêî ïîäåëèìî 100 ñà 16 äîáè£åìî 6.25 ïà jå íàjìà»è òðîöèôðåíè áðîj
äå§èâ ñà 16 jåäíàê 7 ·16 = 112. Àêî ïîäåëèìî 1000 ñà 16 äîáè£åìî 62.5 ïà
jå íàjâå£è òðîöèôðåíè áðîj äå§èâ ñà 16 jåäíàê 16 ·62 = 992. Òðîöèôðåíå
áðîjåâå ìîæåìî ïîñìàòðàòè êîðèñòå£è àðèòìåòè÷êè ÷èjè jå îïøòè ÷ëàí
îáëèêà
an = a1 + (n − 1)d = 112 + (n − 1) · 16. Îäðåäèìî ñàäà êîjè jå ïî ðåäó
÷ëàí ÷èjà jå âðåäíîñò 992. Òî ïîñòèæåìî òàêî øòî ðåøàâàìî jåäíà÷èíó
992 = 112 + (n − 1) · 16 êîjà jå åêâèâàëåíòíà 880 = (n − 1) · 16 òj.
880
16

= n − 1. Èç ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî 55 = n − 1 òj. 56 = n.
Îäàâäå çàê§ó÷ójåìî äà òðîöèôðåíèõ áðîjåâà äå§èâèõ ñà 16 èìà 56.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

5. Èçðàçå ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå ñâîäèìî íà èñòå îñíîâå è äà§èì
ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî åêâèâàëåíòíó jåäíà÷èíó 4|3x+2|−8 = (4−2)

x+4
òj.

4|3x+2|−8 = 4−2x−8. Ïðåòõîäíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà 4|3x+2| = 4−2x

êîjó ñâîäèìî íà jåäíà÷èíó |3x+ 2| = −2x êîjó ðåøàâàìî äèñêóñèjîì.
Àêî jå 3x+2 ≥ 0 òàäà jå jåäíà÷èíà åêâèâàëåíòíà 3x+2 = −2x òj. 5x = −2
÷èjå ðåøå»å jå x = −2

5
. Ïðîâåðîì äà ëè âàæè 3x+2 ≥ 0 ïîòâð¢ójåìî äà jå
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x = −2
5
ðåøå»å jåäíà÷èíå. Àêî jå 3x+ 2 < 0 øòî jå åêâèâàëåíòíîx < −2

3

îíäà jå jåäíà÷èíà åêâèâàëåíòíà −3x − 2 = −2x òj.−2 = x. Ïðîâåðîì
äà ëè âàæè −3x − 2 < 0 ïîòâð¢ójåìî äà jå x = −2 ðåøå»å jåäíà÷èíå.
Ïðîèçâîä ðåøå»à jå −2 ·

(
−2

5

)
= 4

5
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

6. Êîðèø£å»åì îñíîâíèõ îñîáèíà ñòåïåíà äîáèjàìî äà âàæå ñëåäå£å
jåäíàêîñòè:

31+log9 4 + 251−log5 2 = 3 · 3log9 4 + 25 · 25− log5 2 =

= 3 ·
(

9
1
2

)log9 4
+ 25 · (52)

− log5 2 = 3 ·
(
9log9 4

) 1
2 + 25 ·

(
5− log5 2

)2
=

= 3 · (4)
1
2 + 25 ·

(
5log5

1
2

)2
= 3 · 2 + 25 ·

(
1
2

)2
= 6 + 25

4
= 49

4
.

Êàêî jå 49
4
ïðîñò ðàçëîìàê òî jå 49 + 4 = 53.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

7. Ó ïðåñåêó äâà òðîóãëà äîáèjàìî ÷åòâîðîóãàî ABCD (ñë. 78).
Çáîã ñèìåòðèjå PABCD = 2P4ACD = 2 · ah

2
= AC · DD2. Îäðåäèìî ïðâî

âèñèíó òðîóãëà 4ACD ó îçíàöè DD2 = DD1 − 1
2
ãäå jå DD1 âèñèíà

òðîóãëà 4A1C1D. Êàêî jå ó ïèòà»ó jåäíàêîñòðàíè÷àí òðîóãàî òî jå
âèñèíà jåäíàêà h =

√
3
2
a. Ïîøòî jå a = 1 âèñèíà jå h = DD1 =

√
3
2
.

Îäàâäå âàæè äà jå DD2 = DD1 − 1
2

=
√
3
2
− 1

2
=
√
3−1
2
. Äóæèíó ñòðàíèöå

AC £åìî îäðåäèòè èç ñëè÷íîñòè òðîóãëîâà 4ACD è 4A1C1D, ãäå jå
AC : A1C1 = DD2 : DD1. Îäàâäå äîáèjàìî äà jå AC : 1 =

√
3−1
2

:
√
3
2
øòî

jå åêâèâàëåíòíî AC =
√
3−1√
3
. Òðàæåíà ïîâðøèíà jå jåäíàêà

PABCD = AC ·DD2 =
√
3−1√
3
·
√
3−1
2

= 2−
√
3√

3
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

A1 C1

1

1

A

B

C

D

D2

D1

Ñë. 78:
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8. Äà áè ðåøå»à jåäíà÷èíå x2 + (a − 3)x + a = 0 áèëà ïîçèòèâíà
íåîïõîäíî jå è äîâî§íî äà »èõîâ ïðîèçâîä è çáèð áóäó ïîçèòèâíè è äà
äèñêðèìèíàíòà áóäå âå£à èëè jåäíàêà îä íóëå. Íåêà ñó x1 è x2 ðåøå»à,
òàäà êîðèñòå£è Âèjåòîâå ôîðìóëå ìîðà äà âàæè x1 + x2 = −a−3

1
> 0 è

x1 · x2 = a
1
> 0. Ïðåñåêîì äîáèjàìî a ∈ (0, 3). Óñëîâ äà äèñêðèìèíàíòà

áóäå âå£à èëè jåäíàêà îä íóëå jå åêâèâàëåíòàí íåjåäíà÷èíè (a− 3)2 − 4 ·
1 · a ≥ 0 òj. a2 − 6a+ 9− 4a ≥ 0. Ïðåòõîäíà íåjåäíà÷èíà jå åêèâàëåíòíà
a2−10a+9 ≥ 0 êîjó ìîæåìî çàïèñàòè êàî (a−1)(a−9) ≥ 0 ÷èjà ñó ðåøå»à
a ∈ (−∞, 1] ∪ [9,+∞). Êàäà äîáèjåíè ñêóï ïðåñå÷åìî èíòåðâàëîì (0, 3)
äîáèjàìî (0, 1].

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

9. Êàêî jå çàïðåìèíà ïèðàìèäå (ñë. 79) jåäíàêà V = 1
3
BH. Íåêà jå

AB = a. Òàäà jå H = a è ïîòðåáíî jå jîø îäðåäèòè ïîâðøèíó îñíîâå.
Ïîâðøèíà îñíîâå ñå ìîæå èçðà÷óíàòè êàäà îä ïîâðøèíå êâàäðàòà îäóçìåìî
ïîâðøèíå òðîóãëîâà 4AMN , 4MBC è 4NCD . Ïîâðøèíå òðîóãëîâà
ñó P (4AMN) = 1

2
· a
2
· a
2
, P (4MBC) = P (4NCD) = 1

2
· a · a

2
. Îäàâäå

jå P (4MCN) = a2 − a2

8
− a2

4
− a2

4
= 3

8
a2. Ïîøòî jå çàïðåìèíà êîöêå 1 òî

çíà÷è äà jå 1 = 1
3
· a · 3

8
a2 = 1

8
a3. Îäàâäå äîáèjàìî äà jå a = 2, a ïîâðøèíà

êîöêå jå P = 6a2 = 6 · 4 = 24.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

A B

CD

A1 B1

C1D1

.

.

.

.

M

N

Ñë. 79:

10. Êàäà èçðàçèìî sinx ïðåêî cosx äîáèjàìî äà jå ïîëàçíà jåäíà÷èíà
åêâèâàëåíòíà 1 − cosx − 2(1 − cos2 x) = 0 òj. −1 − cosx + 2 cos2 x = 0.
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Óâî¢å»åì ñìåíå cosx = t äîáèjàìî êâàäðàòíó jåäíà÷èíó 2t2 − t − 1 = 0
÷èjà ñó ðåøå»à t1 = 1 è t2 = −1

2
. Âðà£à»åì ñìåíå äîáèjàìî äà ñó ðåøå»à

jåäíà÷èíå íà èíòåðâàëó (−2π, 2π] , −4
3
π,−2

3
π, 0,2

3
π, 4

3
π,2π, ïà èìà óêóïíî

6 ðåøå»à íà çàäàòîì èíòåðâàëó.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

11. Êîðèñòå£è ôîðìóëó çà êîñèíóñ ïîëîâèíå óãëà è äà§èì ñðå¢èâà»åì
äîáèjàìî jåäíàêîñòè:

2 cos 7π
12

= 2 cos
(
1
2
· 7π

6

)
= −2

√
1+cos 7π

6

2
= −2

√
1+cos(π+π

6
)

=

= −2

√
1+cosπ cos π

6
−sinπ sin π

6 = −2

√
1−
√
3

2

2
= −2

√
2−
√
3

4
= −

√
2−
√

3.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

12. Îïøòè ÷ëàí ðàçâîjà jå îáëèêà
(
20
k

)
(x3)

20−k
(x−1)

k
=
(
20
k

)
x60−4k.

Îäàâäå jå íåîïõîäíî äà 60−4k = 0 äà íå áè ñàäðæàî x. Îäàâäå äîáèjàìî
äà jå k = 15, è îäãîâàðàjó£è ÷ëàí ðàçâîjà jå

(
20
15

)
=
(
20
5

)
= 15504.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

13. Îäðåäèìî ïðâî ïðàâó îäðå¢åíó òà÷êàìà B(−3, 3) è C(2,−5). Jåä-
íà÷èíà òå ïðàâå jå y−3

−5−3 = x+3
2+3

òj. y−3
−8 = x+3

5
. Ñðå¢èâà»åì ïðåòõîäíå

jåäíà÷èíå äîáèjàìî jåäíà÷èíó ïðàâå 8x+5y+9 = 0. Êîåôèöèjåíò ïðàâöà
äîáèjåíå ïðàâå jå k = −8

5
. Êîåôèöèjåíò ïðàâöà ïðàâå êîjà jå íîðìàëíà

íà äàòó ïðàâó jå k = − 1
− 8

5

= 5
8
. Jåäíà÷èíà ïðàâå êîjà ñàäðæè òà÷êó A

è íîðìàëíà jå íà ïðàâó îäðå¢åíó òà÷êàìà B(−3, 3) è C(2,−5) jå îáëèêà:
y − 2 = 5

8
(x − 2) òj. 8y − 16 = 5x − 10 øòî ïðåäñòàâ§à èìïëèöèòíó

jåäíà÷èíó ïðàâå 8y − 5x− 6 = 0.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä A.

14. Åëèïñà ñå ìîæå çàïèñàòè ó îáëèêó x2

a
+ y2

a
2

= 1. Óñëîâ äà ïðàâà

y = kx + n áóäå òàíãåíòà åëèïñå x2

a2
+ y2

b2
= 1 jå a2k2 + b2 = n2. Îäàâäå jå

a · 1 + a
2

= 32 òj. a3
2

= 9 ïà jå ðåøå»å jåäíà÷èíå a = 6.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

15. Èçðà÷óíàjìî ïðâî ñàáèðêå. Äà áè ñìî èçðà÷óíàëè (1 − i)2013

îäðåäèìî ïðâî íåêîëèêî ïðâèõ ñòåïåíà êîìïëåêñíîã áðîjà 1− i.
(1− i)2 = 1− 2i+ i2 = −2i,
(1− i)3 = −2i+ 2,
(1− i)4 = −4.
Îäàâäå ñëåäå jåäíàêîñòè
(1− i)2013 = (1− i)2012+1 =
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= (1− i)503·4+1 = ((1− i)4)503 · (1− i) = (−4)503 · (1− i).
Äðóãè ñàáèðàê èçðà÷óíàâàìî íà ñëè÷àí íà÷èí

(
2

1− i

)2013

=

(
2

1− i
· 1 + i

1 + i

)2013

=

(
2(1 + i)

1 + 1

)2013

= (1 + i)2013.

Äîáèjåíè èçðàç ðà÷óíàìî òðàæå£è ÷åòâðòè ñòåïåí áèíîìà (1 + i).

(1 + i)2 = 1 + 2i− 1 = 2i,
(1 + i)4 = −4,

ïà jå

(1 + i)2013 = (1 + i)503·4+1 = ((1 + i)4)
503 · (1 + i) = (−4)503 · (1 + i).

Îäàâäå jå z = (−4)503 · (1− i) + (−4)503 · (1 + i) = 2(−4)503 = −21007.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.
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Ïðèjåìíè èñïèò 2014 - òåñò 1

1. Âðåäíîñò èçðàçà
3
√

24 ·
√

2 :
4

√
23 ·

√
2 · 3
√

22 jå îáëèêà 2
p
q , ãäå ñó p è q

óçàjàìíî ïðîñòè ïîçèòèâíè áðîjåâè. Òàäà jå p+ q:

À) 12; Á) 37; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 45; Ä) 53;
Í) íå çíàì.

2. Âðåäíîñò èçðàçà
[(
a+ 1

b

)2 − 2ab+1
b2

]
: 1

1
a
+ 1
b

(a, b, a+ b 6= 0) jå:

À) a+ a2

b
; Á) a; Â) a2

b
; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) b;

Í) íå çíàì.

3. Íåêà jå ñêóï S ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå x2−x−2
x2+4x+3

≤ 0 . Òàäà jå çà
íåêå ðåàëíå áðîjåâå a, b, (a < b), ñêóï S îáëèêà:

À) [a, b); Á) (a, b]; Â) [a, b]; Ã) (a, b); Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Í) íå çíàì.

4. ×åòâðòè è äåñåòè ÷ëàíîâè ðàñòó£å àðèòìåòè÷êå ïðîãðåñèjå ñó 23 è
45. Çáèð öèôàðà äâàäåñåòäðóãîã ÷ëàíà òå ïðîãðåñèjå jå:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 17; Â) 7; Ã) 11; Ä) 3; Í) íå çíàì.

5. Çáèð ðåøå»à jåäíà÷èíå 36x − 30 · 6x + 216 = 0 ïðèïàäà èíòåðâàëó:

À) [0, 9
10

); Á) [ 9
10
, 23

8
); Â) [23

8
, 43

8
); Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Ä) [43
8
, 54

8
); Í) íå çíàì.

6. Àêî jå log14 3 = a è log3 7 = b îíäà jå log14 147 jåäíàê:

À) 2a+ b; Á) 2b+ 1; Â) 1
a
; Ã) 2b+ a; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Í) íå çíàì.

7. Áðîj äèjàãîíàëà êîíâåêñíîã n-òîóãëà jå 119. Òàäà jå çáèð óíóòðàø»èõ
óãëîâà òîã n-òîóãëà jåäíàê:

À) 2700◦; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) 2520◦; Ã) 3060◦; Ä) 2880◦;
Í) íå çíàì.

8. Íàjìà»à âðåäíîñò çáèðà êâàäðàòà ðåøå»à jåäíà÷èíå x2+(a+1)x+
2a− 3 = 0 jå:

À) 13; Á) 12 ; Â) 9; Ã) 6; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Í) íå çíàì.

9. Àêî êóïà èìà jåäíàêå âèñèíó è ïîëóïðå÷íèê îñíîâå, êîëèêî ïóòà
òðåáà óâå£àòè âèñèíó (ïîëóïðå÷íèê ñå íå ìå»à) äà áè ñå ïîâðøèíà îìîòà÷à
äóïëèðàëà:
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À)
√

3ïóòà; Á) 7 ïóòà; Â)
√

7ïóòà; Ã) 3 ïóòà;
Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Í) íå çíàì.

10. Áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå 6 sin2 x − 5 sinx + 1 = 0 íà èíòåðâàëó
(−π, 2π] jå:

À) 6; Á) 5; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 4; Ä) 8; Í) íå çíàì.

11. Âðåäíîñò èçðàçà cos4 π
16

+ cos4 7π
16

jå:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 6+2
√
2

4
; Â) 4+

√
2

4
; Ã) 4−

√
2

4
;

Ä) 6+
√
2

8
; Í) íå çíàì.

12. Çáèð ïðâèõ êîîðäèíàòà òà÷àêà ïðåñåêà ôóíêöèjà
f(x) = |3x+ 4| − |4x− 3| è g(x) = 4x+ 1 jåäíàê jå:

À) −22
15
; Á) −32

15
; Â) −4

5
; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä)− 8

15
;

Í) íå çíàì.

13. Çáèð ðåøå»à jåäíà÷èíå
√
x+ 3−

√
2− x = 1 jåäíàê jå:

À) −1; Á) 0; Â) 1; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) 2; Í) íå çíàì.

14. Jåäíà÷èíà òàíãåíòå íà êðóæíèöó (x − 1)2 + (y − 2)2 = 8 êîjà jå
ïàðàëåëíà ïðàâîj y = x− 1 è »îj íàjáëèæà jå:

À) y = x−5; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) y = x−4; Ã) y = x−3;
Ä) y = x− 6; Í) íå çíàì.

15. Êîëèêî ëèòàðà äåñòèëîâàíå âîäå òðåáà ïîìåøàòè ñà 150 ëèòàðà
5% ðàñòâîðà àëêîõîëà äà áè ñå äîáèëà ñìåøà 3% ðàñòâîðà àëêîõîëà?

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 98 ; Â) 104 Ã) 112; Ä) 118;
Í) íå çíàì.

Ðåøå»å:

1. Èçðàæàâà»åì êîðåíà êîðèñòå£è ñòåïåíå äîáèjàìî jåäíàêîñòè
3
√

24 ·
√

2 :
4

√
23 ·

√
2 · 3
√

22 =
3
√

29/2 :
4
√

23 ·
√

25/3 =

= 23/2 :
4
√

223/6 = 2
3
2 · 2− 23

24 = 2
13
24 .

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

2. Ñâî¢å»åì íà çàjåäíè÷êå èìåíèîöå è äà§èì ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî
jåäíàêîñòè:[(

a+ 1
b

)2 − 2ab+1
b2

]
: 1

1
a
+ 1
b

=
[
a2b2+2ab+1

b2
− 2ab+1

b2

]
: ab
b+a

= a2 · a+b
ab

= a+ a2

b
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.
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3. Çà íåjåäíà÷èíó x2−x−2
x2+4x+3

≤ 0 ôîðìèðàìî òàáåëó ñà çíàêîì èìåíèîöà
è áðîjèöà:

−3 −1 2
x2 − x− 2 + + + 0 − 0 +
x2 + 4x+ 3 + 0 − 0 + + +

f + | − | − 0 +

Èç òàáåëå âèäèìî äà jå x ∈ (−3,−1) ∪ (−1, 2].
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

4. Èç ïîñòàâêå çàäàòêà èìàìî äà jå a4 = 23 è a10 = 35, ïà jå a1+3d = 23
è a1 + 9d = 45. îäóçèìà»åì jåäíà÷èíà äîáèjàìî 6d = 22 îäàêëå ñëåäè
d = 11

3
, a1 = 12. Òàäà a22 = a1 + 21d = 89.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

5. Óâî¢å»åì ñìåíå 6x = t äîáèjàìî t2−30 · t+216 = 0, à »åíà ðåøå»à
ñó t1 = 12 è t2 = 18, îäíîñíî x1 = log6 12 è x2 = log6 18. Çáèð ðåøå»à jå
x1 + x2 = log6 18 + log6 12 = log6(12 · 18) = log6 63 = 3.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

6. Êàêî jå log14 3 = a îíäà jå log3 14 = 1
a
. Ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî

log14 147 = log14 (3 · 72) =
log3(3·72)
log3 14

= log3 3+2 log3 7
1
a

= a(1 + 2b).

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

7. Áðîj äèjàãîíàëà êîíâåêñíîã n-òîóãëà jå Dn = n(n−3)
2

= 119 îäàêëå
ñëåäè äà jå n = 17. Çáèð óíóòðàø»èõ óãëîâà òîã 17-òîóãëà jåäíàê jå
S17 = (17− 2) · 180 = 2700.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

8. Èç êâàäðàòíå jåäíà÷èíå ïðèìåíîì Âèåòîâèõ ôîðìóëà èìàìî äà
jå x1 + x2 = −a+1

1
= −a − 1 è x1 · x2 = 2a−3

1
= 2a − 3. Êàêî ñå òðàæè

ìèíèìàëíà âðåäíîñò èçðàçà x21+x22 = (x1+x2)
2−2x1x2 çàìåíîì äîáèjàìî

x21+x22 = (−a−1)2−2(2a−3) = (a−1)2+6, òàêî äà jå ìèíèìàëíà âðåäíîñò
6 êàäà jå a = 1.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

9. Ïîâðøèíà îìîòà÷à jå M = srπ = rπ
√
r2 +H2, àêî jå H = r,

äîáèjàìî äà jå M = r2π
√

2. Ïîâðøèíà îìîòà÷à äðóãå êóïå jå jåäíàêà
M1 = s1r1π = r1π

√
r21 +H2

1 . Àêî âàæè M1 = 2M è r1 = r, çàìåíîì

äîáèjàìî rπ
√
r2 +H2

1 = 2r2π
√

2 îäàêëå ñëåäè H1 = r
√

7.
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Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

10. Óâî¢å»åì ñìåíå sinx = t äîáèjàìî 6t2 − 5 · t + 1 = 0, à »åíà
ðåøå»à ñó t1 = 1

3
è t2 = 1

2
, îäíîñíî sinx = 1

3
è sinx = 1

2
. Ñà ñëèêå. 80

âèäèìî äà èìàìî ÷åòèðè ðåøå»à jåð x ∈ (−π, 2π].
Òà÷àí îäãîâîð ïîä Ã.

0

Ñë. 80:

11. Êîðèñòå£è êîñèíóñ çáèðà äîáèjàìî jåäíàêîñòè:
cos4 π

16
+ cos4

(
π
2
− π

16

)
=cos4 π

16
+ sin4 π

16
=

=
(
cos2 π

16
+ sin2 7

16

)2 − 2 sin2 π
16
· cos2 π

16
=

= 1− 1
2
· sin2 π

8
= 1− 1−cos π

4

4
= 6+

√
2

8
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

12. Ïðåñå÷íå òà÷êå äîáèjàìî ðåøàâà»åì |3x + 4| − |4x− 3| = 4x + 1.
Èìàìî òðè ñëó÷àjà:

çà x < −4
3
äîáèjàìî −3x− 8 = 0 , ïà jå x = −8

3
;

çà −4
3
≤ x < 3

4
äîáèjàìî 3x = 0 , ïà jå x = 0;

çà x ≥ 3
4
äîáèjàìî −5x+ 6 = 0 , ïà jå x = 6

5
;

Äîáèjåíå ïðåñå÷íå òà÷êå ñó
(
−8

3
,−29

3

)
, (0, 1) è

(
6
5
, 29

5

)
, à çáèð ïðâèõ êîîð-

äèíàòà jå −8
3

+ 0 + 6
5

= −22
15
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

13. Êâàäðèðà»åì äîáèjàìî x+ 3− 2
√
x+ 3

√
2− x+ 2− x = 1 îäàêëå

ñëåäè 2 =
√

6− x− x2. Íîâèì êâàäðèðà»åì äîáèjàìî x2 + x − 2 = 0, à
»åíà ðåøå»à ñó x1 = 1 è x2 = −2. Êàêî íèñìî ïèñàëè óñëîâå çàäàòêà,
äîáèjåíà ðåøå»à ìå»àìî ó ïîëàçíó jåäíà÷èíó è òàêî äîáèjàìî äà jå
ðåøå»å ñàìî x = 1

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.
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14. Êîåôèöèjåíò òàíãåíòå jå kt = 1, jåð jå ïàðàëåëíà ñà äàòîì ïðàâîì.
Óñëîâ äà ïðàâà y = kx+n äîäèðójå êðóæíèöó jå (kp−q+n)2 = r2(k2+1),
çàìåíîì ïîçíàòîã äîáèjàìî (1 · 1− 2 + n)2 = 8(1 + 1), à »åíà ðåøå»à ñó
n = −3 èëè n = 5. Ñà ñëèêå 81 âèäèìî äà jå çà áëèæó òàíãåíòó n = −3.

Ñë. 81:

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

15. Êîðèø£å»åì òàáåëå äîáèjàìî äà jå îäíîñ âîäå è àëêîõîëà 2 : 3,
ïà îäàòëå çàê§ó÷ójåìî äà íàì òðåáà 100l âîäå.

âîäà 0% ↘ ↗ 5− 3 = 2 2 · 50 = 100
3%

àëêîõîë 5% ↗ ↘ 3− 0 = 3 3 · 50 = 150

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.
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Ïðèjåìíè èñïèò 2014 - òåñò 2

1. Âðåäíîñò èçðàçà
(
5
7

: 4
63
− 5
)− 1

2 + 12 · 25−0,5 : 4 ïðèïàäà èíòåðâàëó:
À) [0, 9

10
); Á) [ 9

10
, 23

8
); Â) [23

8
, 43

8
); Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Ä) [43
8
, 54

8
); Í) íå çíàì.

2. Âðåäíîñò èçðàçà
(

1
(a+b)2−(a−b)2

)
:
(

1
4a

+ 1
4b

)
(a, b, a+ b 6= 0) jå:

À) 1
ab
; Á) 1; Â) a+ b; Ã) 1

a+b
; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Í) íå çíàì.

3. Ðåøå»à íåjåäíà÷èíå (x−2014)2
x+3

≤ 0 êîjà ïðèïàäàjó ñêóïó ïðèðîäíèõ
áðîjåâà (x ∈ N) èìà:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 0; Â) 1; Ã) 3; Ä) áåñêîíà÷íî ìíîãî;
Í) íå çíàì.

4. Àêî çà îïàäàjó£ó ãåîìåòðèjñêó ïðîãðåñèjó âàæè 5a2 + 4a4 = 1 è
a2 − a4 = 1

8
. Îíäà jå âðåäíîñò èçðàçà 3

8
a1 + 42a2 + 24a3 − 3a4 jåäíàêà:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 7; Â) 11; Ã) 8; Ä) 3; Í) íå çíàì.

5. Çáèð ðåøå»à jåäíà÷èíå
√

3x+ 10−
√
x+ 4 = 2 jåäíàê jå:

À) 5; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) 3; Ã) 2; Ä) −3; Í) íå çíàì.

6. Àêî jå log4 9 = a è log4 49 = b îíäà jå log63 112 jåäíàê:
À) 4+b

b+a
; Á) 2+b

b+2a
; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 2a+b

4+b
; Ä) 4+b

2a+b
;

Í) íå çíàì.

7. Àêî ñå îáèì êðóãà ïîâå£à çà 10%, îíäà ñå »åãîâà ïîâðøèíà:
À) ïîâå£à çà 15%; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) ïîâå£à çà 10%;
Ã) ïîâå£à çà 20%; Ä) ïîâå£à çà 25%; Í) íå çíàì.

8. Çáèð âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà a çà êîje òåìå ïàðàáîëå
y = x2 + (a− 3)x+ a+ 3 ïðèïàäà ïðàâîj y = x+ 2 jå:

À) 11; Á) 13 ; Â) 9; Ã) 12; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Í) íå çíàì.

9. Êîëèêî ïóòà òðåáà óâå£àòè âèñèíó âà§êà äà áè ñå ïîâðøèíà
óâå£àëà äâà ïóòà, àêî jå îäíîñ ïîëóïðå÷íèêà îñíîâå è âèñèíå 2 : 1:

À) 4 ïóòà; Á) 5 ïóòà; Â) 2 ïóòà; Ã) 3 ïóòà;
Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Í) íå çíàì.

10. Áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå
√

3 sin 2x − cos 2x + 1 = 0 íà èíòåðâàëó
[0, 2π] jå:
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À) 6; Á) 5; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 4; Ä) 8; Í) íå çíàì.

11. Àêî jå sinα = 12
13
, α ∈ (π

2
, π) è cos β = −4

5
, β ∈ (π, 3π

2
), îíäà jå

sin(α + β) jåäíàêî:
À) 48

65
; Á) 63

65
; Â) −33

65
; Ã) −63

65
; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Í) íå çíàì.

12. Äàòå ñó òà÷êå A(3, 0) è B(0, 2). Çáèð êîîðäèíàòà òà÷êå êîjà jå
ñèìåòðè÷íà êîîðäèíàòíîì ïî÷åòêó ó îäíîñó íà ïðàâó îäðå¢åíó òà÷êàìà
A è B jåäíàê jå :

À) 6; Á) 5 ; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 18; Ä) 8; Í) íå çíàì.

13. Äðóãà êîîðäèíàòà òà÷êå íà åëèïñè 4x2 + 9y2 − 36 = 0 êîjà jå
íàjáëèæà ïðàâîj y = 2√

3
x− 4 jåäíàêà jå :

À)
√

3; Á) −3
√

3 ; Â) −3
2

√
3; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) −1;

Í) íå çíàì.

14. Ïîëèíîì P (x) = x3 + ax2 + bx+ c jå äå§èâ ñà x− 1 è x+ 2 à ïðè
äå§å»ó ñà x− 2 äîáèjà ñå îñòàòàê 20. Òàäà jå a+ 2b+ c jåäíàêî:

À) −1; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) 1; Ã) 0; Ä) −3;
Í) íå çíàì.

15. Êîëèêî ëèòàðà 4% ðàñòâîðà àëêîõîëà òðåáà äîäàòè ó 100 ëèòàðà
10% ðàñòâîðà äà áè ñå äîáèî 6% ðàñòâîð àëêîõîëà?

À) 500; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí ; Â) 400; Ã) 300; Ä) 200;
Í) íå çíàì.

Ðåøå»å:

1. Ñâî¢å»åì ñâèõ áðîjåâà íà ðàçëîìêå äîáèjàìî jåäíàêîñòè(
5
7

: 4
63
− 5
)− 1

2 + 12 · 25−0,5 : 4 =
(
5
7
· 63

4
− 5
)− 1

2 + 12 · 1
5
· 1
4

= 2
5

+ 3
5

= 1.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

2. Ñâî¢å»åì èçðàçà ó äðóãîj çàãðàäè íà çàjåäíè÷êå èìåíèîöà è äà§èì
ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî(

1
(a+b)2−(a−b)2

)
:
(

1
4a

+ 1
4b

)
= 1

4ab
· 4ab
b+a

= 1
a+b

.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

3. Äà áè ðåøèëè íåjåäíà÷èíó ôîðìèðà£åìî òàáëèöó ãäå £åìî çàïèñàòè
çíàê èìåíèîöà è áðîjèîöà. Êîðèñòå£è òàáåëó çàê§ó÷ójåìî äà jå
x ∈ (−∞,−3) ∪ {2014}.
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−3 2014
(x− 2014)2 + + + 0 +

x+ 3 − 0 + + +
f − | + 0 +

Çà x ∈ N ðåøå»å jå ñàìî x = 2014.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

4. Ìíîæå»åì äðóãå jåäíà÷èíå ñà 4 è äîäàâà»åì ïðâîj äîáèjàìî äà jå
9a2 = 3

2
òj. a2 = 1

6
îäàêëå ñëåäè a4 = 1

24
. Êàêî jå a4 = a2q

2 ñëåäè äà jå
q = ±1

2
, à íà îñíîâó ïîñòàâêå çàäàòêà jå q = 1

2
. Òàäà jå èçðàç

3
8
a1 + 42a2 + 24a3 − 3a4 = 3

8
· 1
6

: 1
2

+ 42 · 1
6

+ 24 · 1
6
· 1
2
− 3 · 1

24
= 9.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

5. Ïðåáàöèâà»åì äðóãîã êîðåíà íà äåñíó ñòðàíó äîáèjàìî jåäíà÷èíó√
3x+ 10 =

√
x+ 4 + 2, ïà êâàäðèðà»åì ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî

èðàöèîíèàëíå jåäíà÷èíå 3x + 10 = x + 4 + 4
√
x+ 4 + 4 îäàêëå ñëåäè

x+1 = 2
√
x+ 4. Ïîíîâíèì êâàäðèðà»åì, äîáèjåìî êâàäðàòíó jåäíà÷èíó

x2− 2x− 15 = 0, à »åíà ðåøå»à ñó x1 = 5 è x2 = −3. Êàêî íèñìî ïèñàëè
óñëîâå çàäàòêà, äîáèjåíà ðåøå»à ìå»àìî ó ïîëàçíó jåäíà÷èíó è òàêî
äîáèjàìî äà jå ðåøå»å x = 5.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

6. Èç óñëîâà çàäàòêà èìàìî

log4 9 = log22 32 = 2
2

log2 3 = a è log4 49 = log22 72 = 2
2

log2 7 = b.

Îäàòëå jå

log63 112 = log14 (3 · 72) =
log2(24·7)
log2(3

2·7) = 4 log2 2+log2 7
2 log2 3+log2 7

= 4+b
2a+b

.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

7. Àêî îáèì O = 2rπ ïîâå£àìî çà 10%, äîáèjàìî O1 = 11
10
· O îäàòëå

ñëåäè r1 = 11
10
r. Òàäà jå íîâà ïîâðøèíà P1 = r21π = 121

100
r2π = 121

100
P , ïà jå

ïîâðøèíà ïîâå£àíà çà 21%.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

8. Êîîðäèíàòå òåìåíà ïàðàáîëå ñó T
(
− b

2a
, 4ac−b

2

4a

)
. Çàìåíîì äîáèjàìî

T
(
−a−3

2·1 ,
4·1·(a+3)−(a−3)2

4·1

)
, îäíîñíî T

(
3−a
2
, −a

2+10a+3
4

)
. Êàêî òåìå ïðèïàäà

ïðàâîj y = x + 2, çàìåíîì îäãîâàðàjó£èõ êîîðäèíàòà äîáèjàìî äà âàæè
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Ñë. 82:

−a2+10a+3
4

= 3−a
2

+ 2 îäêëå ñëåäè a2 − 12a + 11 = 0. Ðåøå»à ïðåòõîäíå
jåäíà÷èíå ñó a1 = 1 è a2 = 11.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

9. Ïî çàäàòêó èìàìî r : H = 2 : 1, ïà jå r = 2H. Ïîâðøèíà âà§êà
jå P = 2rπ(r + H), à òðàæåíà äóïëà ïîâðøèíà jå P1 = 2P îäàêëå ñëåäè
2r1π(r1 + H1) = 4rπ(r + H). Çàìåíîì ó ïðåòõîäíîj jåäíà÷èíè äîáèjàìî
2 · 2Hπ(2H +H1) = 4 · 2Hπ(2H +H) îäàêëå ñëåäè H1 = 4H.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

10. Jåäíà÷èíó äåëèìî ñà 2, è äîáèjàìî
√
3
2

sin 2x − 1
2

cos 2x = −1
2

îäàêëå ñëåäè cos π
6

sin 2x − sin π
6

cos 2x = −1
2
òj. sin

(
2x− π

6

)
= −1

2
, ïà jå

2x − π
6

= 7π
6

+ 2kπ èëè 2x − π
6

= 11π
6

+ 2lπ, îäíîñíî x = 2π
3

+ kπ èëè
x = π + lπ, k, l ∈ Z. Êàêî jå x ∈ [0, 2π], îíäà jå x ∈ {0, 2π

3
, π, 5π

3
, 2π}.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

11. Óãàî α jå óãàî äðóãîã êâàäðàíòà ïà cosα = −
√

1− sin2 α = − 5
13
,

à β óãàî òðå£åã êâàäðàíòà, îíäà âàæè sin β = −
√

1− cos2 β = −3
5
.

Òðàæèìî sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β = −33
65
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

12. Êîåôèöèjåíò ïðàâöà íîðìàëå n íà äóæ AB (ñë. 82) jå
kn = − 1

kAB
= − 1

0−2
3−0

= 3
2
. Òðàæåíà ïðàâà n : y − 0 = 3

2
(x− 0) jåð ñàäðæè

êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê. Ïðåñåê C ïðàâèõ AB : y − 0 = −2
3

(x− 3) è n
äîáèjà ñå ðåøàâà»åì ñèñòåìà, ïà jå C

(
12
13
, 18
13

)
. Àêî jå òà÷êàD ñèìåòðè÷íà

òà÷êè O ó îäíîñó íà òà÷êó C, îíäà jå òà÷êà C ñðåäèøòå äóæè OD, ïà jå
C
(
xO+xD

2
, yO+yD

2

)
, îäíîñíî C

(
24
13
, 36
13

)
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.
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13. Ïîëóîñå åëèïñå ñó a = 3 è b = 2. Óñëîâ äîäèðà ïðàâå y = 2√
3
x+ n

(òàíãåíòà ïàðàëåëíà ñà äàòîì ïðàâîì) è åëèïñå jå a2k2 + b2 = n2, ïà jå
9 · 4

3
+ 4 = n2, îäíîñíî n = ±4.Çà n = −4 äîáèjàìî áàø çàäàíó ïðàâó,

ïà jå äîäèðíà òà÷êà íàjáëèæà. Ðåøàâà»åì ñèñòåìà 4x2 + 9y2 − 36 = 0 è

y = 2√
3
x− 4, äîáèjàìî òà÷êó

(
3
√
3

2
,−1

)
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

14. Ïî Áåçóîâîj òåîðåìè èìàìî P (1) = 0, P (−2) = 0, P (2) = 20,
çàìåíîì ó ïîëèíîì äîáèjàìî ñèñòåì jåäíà÷èíà

a+ b+ c = −1, 4a− 2b+ c = 8, 4a+ 2b+ c = 12,

à »èõîâî ðåøå»å jå (a, b, c) = (4, 1,−6), ïà jå a+ 2b+ c = 0.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

15. Êîðèø£å»åì òàáåëå äîáèjàìî äà jå îäíîñ àëêîõîëà 4 : 2, ïà îäàòëå
çàê§ó÷ójåìî äà íàì òðåáà 200l 4% ðàñòâîðà àëêîõîëà.

àëêîõîë 4% ↘ ↗ 10− 6 = 4 4 · 50 = 200
6%

àëêîõîë 10% ↗ ↘ 6− 4 = 2 2 · 50 = 100

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.
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Ïðèjåìíè èñïèò 2014 - òåñò 3

1. Âðåäíîñò èçðàçà
(

1√
7+
√
2

+ 1√
7−
√
2

)
· 1√

7
+
(

1√
8−
√
5

+ 1√
8+
√
5

)
· 1√

8
jå:

À) 1; Á) 1
15
; Â) 16

15
; Ã)

√
7; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Í) íå çíàì.

2. Âðåäíîñò èçðàçà 1
(a+b)3−(a+b)(a2−ab+b2) :

(
1
3a

+ 1
3b

)
(a, b, a+ b 6= 0) jå:

À) a2b2; Á) 1
a+b

; Â) a+ b; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) ab;
Í) íå çíàì.

3. Ðåøå»à íåjåäíà÷èíå x−1
(x+2)2

≤ 0 je:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) (−∞, 1]; Â) (−∞, 1); Ã) (1,∞);
Ä) [1,∞); Í) íå çíàì.

4. ×åòâîðîöèôðåíèõ áðîjåâà äå§èâèõ ñà 101 èìà:
À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 90; Â) 89; Ã) 88; Ä) 91;

Í) íå çíàì.

5. Áðîj ðåàëíèõ ðåøå»à jåäíà÷èíå 4−x + 4x = 5(1− 2−2x) jåäíàê jå:
À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 2; Â) 1; Ã) 0; Ä) 3; Í) íå çíàì.

6. Ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå log2 x · log2x 2 · log2 16x < 4 jå:
À) (1

4
, 1
2
) ∪ (4,+∞); Á) (0, 1

4
) ∪ (1

2
, 4); Â) (1

4
, 1
2
); Ã) (0, 1

2
);

Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Í) íå çíàì.

7. Êàäà ñå ïðå÷íèê êðóãà ïîâå£à çà 6, »åãîâà ïîâðøèíà ñå óòðîñòðó÷è.
Òàäà jå ïîëóïðå÷íèê êðóãà jåäíàê:

À) 3
2
(1 +

√
3); Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) 3(1 +

√
3);

Ã) 3
2
(
√

3− 1); Ä) 3(
√

3− 1); Í) íå çíàì.

8. Çáèð ðåøå»à jåäíà÷èíå |3x− 2| − |2x− 3| = 3 jåäíàê jå:
À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 0 ; Â) −4; Ã) −2; Ä) 2;

Í) íå çíàì.

9. Àêî jå ó êîöêè ABCDA′B′C ′D′ ðàñòîjà»å îä òà÷êå A′ äî äèjàãîíàëå
AC ′ jåäíàêî 3, ïîâðøèíà ñôåðå îïèñàíå îêî êîöêå jåäíàêà jå:

À) 27
2
π; Á) 81

4
π ; Â) 81

2
π; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) 81π;

Í) íå çíàì.

10. Áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå 2 sinx + sin 2x = 0 íà èíòåðâàëó [−π, 2π]
jå:

À) 6; Á) 5; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 4; Ä) 8; Í) íå çíàì.
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11. Àêî jå tgα = −2, α ∈ (π
2
, π) è tg β = 3, β ∈ (π, 3π

2
), îíäà jå

sin(α + β) jåäíàêî:

À) 1√
2
; Á) 7

5
√
2
; Â) −7

√
2

5
; Ã) − 1√

2
; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Í) íå çíàì.

12. Äàò jå òðîóãàî òåìåíèìà A(2, 3), B(4, 6) è C(3, 5). Jåäíà÷èíà
ïðàâå íà êîjîj ñå íàëàçè âèñèíà èç òåìåíà C jå :

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 2x−3y−21 = 0; Â) 2x+3y+21 = 0;
Ã) 3x+ 2y − 21 = 0; Ä) 3x+ 2y + 21 = 0; Í) íå çíàì.

13. Ñëîáîäíè êîåôèöèjåíò òàíãåíòå íà ïàðàáîëó y2 = 2x êðîç òà÷êó
A(1,

√
2) jåäíàê jå :
À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á)

√
2 ; Â) 2

√
2; Ã) 1√

2
; Ä) 3√

2
;

Í) íå çíàì.

14. Çáèð ðåøå»à jåäíà÷èíå
√

1 + 4x− x2 = x−1 ñå íàëàçè íà èíòåðâàëó:
À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) [1, 2]; Â) [2, 4); Ã) [−2, 1); Ä) [0, 3);

Í) íå çíàì.

15. Ïðâî jå àðòèêàë ïîñêóïåî 20% à ïîòîì jå ïîjåôòèíèî 10%. Óêóïíî
ñå öåíà ïðîìåíèëà çà 16 äèíàðà. Êîëèêà jå áèëà öåíà íà ïî÷åòêó?

À) 200; Á) 160 ; Â) 240; Ã) 220; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Í) íå çíàì.

Ðåøå»å:

1. Ðàöèîíàëèñà»åì ðàçëîìàêà äîáèjàìî(
1√

7+
√
2

+ 1√
7−
√
2

)
· 1√

7
+
(

1√
8−
√
5

+ 1√
8+
√
5

)
· 1√

8
=

=
√
7−
√
2+
√
7+
√
2

7−2 · 1√
7

+
√
8+
√
5+
√
8−
√
5

8−5 · 1√
8

= 2
5

+ 2
3

= 16
15
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

2. Ôàêòîðèñà»åì èìåíèîöà äîáèjàìî jåäíàêîñòè
1

(a+b)3−(a+b)(a2−ab+b2) :
(

1
3a

+ 1
3b

)
=

= 1
(a+b)(a2+2ab+b2−a2+ab−b2) ·

3ab
a+b

= 1
(a+b)2

.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

3. Çà íåjåäíà÷èíó x−1
(x+2)2

≤ 0 ôîðìèðàìî òàáåëó êîjà ñàäðæè çíàêå

èìåíèîöà è áðîjèîöà . Èç òàáåëå âèäèìî äà jå x ∈ (−∞,−2) ∪ (−2, 1].
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä A.
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−2 1
x− 1 − − − 0 +

(x+ 2)2 + 0 + + +
f − | − 0 +

4. Íàjìà»è ÷åòâîðîöèôðåíè áðîj äåëjèâ ñà 101 jå a1 = 1010, à íàjâå£è
å ÷åòâîðîöèôðåíè áðîj äåëjèâ ñà 101 jå an = 9999. Ðàçëèêà èçìå¢ó
äâà ñóñåäíà áðîjà äåëèâèõ ñà 101, jå áàø d = 101. Êàêî ñå ðàäè î
àðèòìåòè÷êîì íèçó, èìàìî äà âàæè äà jå an = a1 + d(n − 1), îäíîñíî
9999 = 1010 + 101 · (n− 1), ïà jå n = 90.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

5. Óâî¢å»åì ñìåíå 4x = t äîáèjàìî 1
t

+ t = 5(1− 1
t
)⇒ t2 − 5t+ 6 = 0,

à »åíà ðåøå»à ñó t1 = 2 è t2 = 3, îäíîñíî x1 = log4 2 = 1
2
è x2 = log4 3.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

6. Ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî log2 x · 1
log2 2+log2 x

· (log2 16 + log2 x) < 4. Óâî-

¢å»åì ñìåíå log2 x = t äîáèjàìî t · 1
1+t
· (4 + t) < 4 îäàêëå ñëåäè t2−4

t+1
< 0.

Èç òàáåëå âèäèìî äà jå t ∈ (−∞,−2)∪ (−1, 2), ïà âðà£à»åì ñìåíå èìàìî
x ∈ (0, 1

4
) ∪ (1

2
, 4).

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

−2 −1 2
t2 − 4 + 0 − − − 0 +
t+ 1 − − − | + + +
f − 0 + | − 0 +

7. Ïîâðøèíà êðóãà jåäíàêà jå P = r2π. Àêî jå r1 = r + 3 è P1 = 3P ,
îíäà jå P1 = r21π ⇒ (r+3)2π = 3r2π ⇒ 2r2−6r−9 = 0, ïà jå r = 3

2

(
1 +
√

3
)
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä A.

8. Ïðâè ñëó÷àj: çà x ∈ (−∞, 2
3
] èìàìî −(3x− 2) + (2x− 3) = 3, ïà jå

x = −4, øòî ïðèõâàòàìî êàî ðåøå»å;
Äðóãè ñëó÷àj: çà x ∈ (2

3
, 3
2
]èìàìî (3x− 2) + (2x− 3) = 3, ïà jå x = 8

5
,

øòî íå ïðèõâàòàìî êàî ðåøå»å;
Òðå£è ñëó÷àj: çà x ∈ (3

2
,∞)èìàìî (3x− 2)− (2x− 3) = 3, ïà jå x = 2,

øòî ïðèõâàòàìî êàî ðåøå»å.
Çáèð ðåøå»à jå −4 + 2 = −2.
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Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

9. Òðîóãàî AA′C ′ jå ïðàâîóãëè jåð jå èâèöà êîöêå AA′ íîðìàëíà
íà ñòðàíèöó A′B′C ′D′ (ñë. 83). Âèñíà òîã òðîóãëà èç òåìåíà A′ je
hA′ = 3. Íåêà jå ñòðàíèöà êîöêå AB = a, A′C ′ = a

√
2 êàî äèjàãîíàëà

êâàäòàòà è AC ′ = a
√

3 êàî äèjàãîíàëà êîöêå. Ïî ôîðìóëàìà çà ïîâðøèíó

ïðàâîóãëîã òðîóãëà èìàìî AC′·hA′
2

= AA′·A′C′
2

îäêëå ñëåäè a = 3
2

√
6. Ïîëóïðå÷íèê

îïèñàíå ñâåðå îêî êîöêå jå ïîëà âåëèêå äèjàãîíàëå, îäíîñíî R = 9
4

√
2, ïà

jå ïîâðøèíà îïèñàíå ëîïòå P = 4R2π = 81
2
π.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

Ñë. 83:

10. Ïðèìåíîì àäèöèîíå ôîðìóëå äîáèjàìî 2 sinx + 2 sinx · cosx = 0,
îäíîñíî 2 sinx(1 + cosx) = 0, ïà jå sinx = 0 èëè cosx = −1. Ðåøå»à
íàøå jåäíà÷èíå ñó x = kπ, k ∈ Z èëè x = π + 2lπ, l ∈ Z, îäíîñíî ñâå
jå îáóõâà£åíî ñà x = kπ, k ∈ Z. Àêî jîø äîäàìî è óñëîâ çàäàòêà äà jå
x ∈ [−π, 2π], îíäà jå x ∈ {−π, 0, π, 2π}.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

11. Êàêî jå α óãàî äðóãîã êâàäðàíòà, îíäà âàæè sinα = tgα√
1+tg2 α

= 2√
5

è cosα = − 1√
1+tg2 α

= − 1√
5
, à β óãàî òðå£åã êâàäðàíòà, îíäà âàæè äà jå

sin β = − 3√
10

è cosα = − 1√
10
. Òðàæåíè èçðàç èçðà÷óíàâàìî ïî ôîðìóëè

sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β = 1
5
√
2
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

12. Êîåôèöèjåíò ïðàâöà âèñèíå hC èç òåìåíåíà C äîáèjàìî ïî ôîðìóëè
khC = − 1

kAB
= −2

3
, jåð jå hC ⊥ AB. Jåäíà÷èíó ïðàâå íà êîjîj ëåæè âèñèíà
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hC äîáèjàìî êàî ïðàâó êîjà ñàäðæè äàòó òà÷êó è èìà äàòè êîåôèöèjåíò
y − 5 = −2

3
(x− 3) îäàêëå ñëåäè 2x+ 3y − 21 = 0.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä A.

13. Jåäíà÷èíà ïðàâå êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó A ñà êîåôèöèjåíòîì k
jå y = kx− k+

√
2. Äà áè òà ïðàâà áèëà òàíãåíòó íà ïàðàáîëó ìîðà áèòè

èñïó»åí óñëîâ p = 2kn, ïà jå 1 = 2 · k ·
(√

2− k
)
⇒ k = 1√

2
, n = 1√

2
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

14. Êâàäðèðà»åì jåäíà÷èíå äîáèjàìî 1 + 4x − x2 = x2 − 2x + 1, ïà
äîáèjåìî 2x2 − 6x = 0, à »åíà ðåøå»à ñó x1 = 0 è x2 = 3. Êàêî íèñìî
ïèñàëè óñëîâå çàäàòêà, äîáèjåíà ðåøå»à ìå»àìî ó ïîëàçíó jåäíà÷èíó è
òàêî äîáèjàìî äà jå ðåøå»å ñàìî x = 3.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

15. Àêî ñà x îáåëåæèìî ïðâîáèòíó öåíó, ñà y öåíó ïîñëå ïðâîã
ïîñêóï§å»à è ñà z êðàj»ó öåíó, îíäà £å âàæèòè ñëåäå£å jåäíà÷èíå
y =

(
1 + 20

100

)
x è z =

(
1− 10

100

)
y, ïà jå z = 9

10
· 6
5
x = 27

25
x. Îäàâäå âèäèìî äà

jå àðòèêàë óêóïíî ïîñêóïåî, ïà âàæè x+16 = z îäàêëå ñëåäè x+16 = 27
25
x

òj. x = 200 äèíàðà.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä A.
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Ïðèjåìíè èñïèò 2014 - òåñò 4

1. Âðåäíîñò èçðàçà
(

(
√
5−
√
3)·(
√
10+
√
6+
√
5+
√
3)√

2+1
− 1
)2

jå:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 1√
2+1

; Â)
√

2 + 1; Ã) 1; Ä) 2;

Í) íå çíàì.

2. Âðåäíîñò èçðàçà
[(
b+ 1

a

)2 − (a+ 1
b

)2]
: (1+ab)2

a2b2
(ab, 1 + ab 6= 0) jå:

À) b2 − a2; Á) a2 − b2; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 1
b2−a2 ;

Ä) 1
a2−b2 ; Í) íå çíàì.

3. Ðåøå»à íåjåäíà÷èíå x2−x−10
x+9

≤ 2 êîjà ïðèïàäàjó ñêóïó ïðèðîäíèõ
áðîjåâà (x ∈ N) èìà:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 7; Â) áåñêîíà÷íî ìíîãî; Ã) 8;
Ä) 3; Í) íå çíàì.

4. Çáèð ïðâèõ øåñò ÷ëàíîâà àðèòìåòè÷êå ïðîãðåñèjå, êîjó ÷èíå íåñóñåäíè
áðîjåâè è çà êîjó âàæè a2 + a4 = 16, a2 · a5 = 70, jåäíàê jå:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 54; Â) 57; Ã) 40; Ä) 43;
Í) íå çíàì.

5. Çáèð ðåøå»à jåäíà÷èíå 12(2x−1 − 4) = 16 − 5 · 2x+1 ñå íàëàçè ó
èíòåðâàëó:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) [−2, 0] ; Â) [−4,−2); Ã) (−∞,−4);
Ä) (0, 2]; Í) íå çíàì.

6. Ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå log1/2(x
2 − 7x+ 12) < log1/2(6− 2x) jå:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) (−∞, 2) ∪ (3,+∞); Â) (4,+∞);
Ã) (2, 3); Ä) (1, 3); Í) íå çíàì.

7. Òåòèâå êðóæíèöå AB = 9 è CD = 11 ñåêó ñå ó òà÷êè S. Àêî jå
AS = 3 îíäà jå DS, (DS > CS) jåäíàêî:

À) 6; Á) 2; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 4; Ä) 8; Í) íå çíàì.

8. Áðîj öåëîáðîjíèõ âðåäíîñòè ïàðàìåòðà b çà êîjå jå íåjåäíà÷èíà
2x2+bx+8
x2+4

≥ 10 òà÷íà çà ñâàêî x ∈ R jå:
À) 5; Á) 6; Â) 7; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) 9; Í) íå çíàì.

9. Äàò jå êâàäàð ÷èjà jå îñíîâà êâàäðàò ñòðàíèöå a è âèñèíà H. Àêî
ñå çíà äà jå P = 1000cm2 è äà jå a + H = 30cm, èçðà÷óíàòè çàïðåìèíó
ïèðàìèäå ÷èjà jå îñíîâà jåäíà áî÷íà ñòðàíà à òåìå ñå íàëàçè íà öåíòðó
îñíîâå:
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À) 1000
3
cm3; Á) 4000

3
cm3 ; Â) 2000

3
cm3; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Ä) 500
3
cm3; Í) íå çíàì.

10. Áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå sin 2x − sinx = 1 − 2 cosx íà èíòåðâàëó
[0, 3π) jå:

À) 6; Á) 5; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 4; Ä) 7; Í) íå çíàì.

11. Àêî jå cos 2α = 23
25
, α ∈ (3π

2
, 2π), îíäà jå sinα jåäíàêî:

À) 2
√
6

5
; Á) 1

5
; Â) −2

√
6

5
; Ã) −1

5
; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Í) íå çíàì.

12. Êîåôèöèjåíò óç x10 ó ðàçâîjó
(
x
√
x− 1

x

)10
jå:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 210; Â) 45; Ã) −45; Ä) −120;
Í) íå çíàì.

13. Òà÷êà A(2, 4) jå òåìå êâàäðàòà, à ñòðàíèöå BC è CD ëåæå íà
ïðàâàìà y + x − 2 = 0 è y − x + 2 = 0. Çáèð ïðâèõ êîîðäèíàòà òåìåíà
êâàäðàòà ABCD ãäå jå AC äèjàãîíàëà êâàäðàòà jåäíàê jå :

À) 8; Á) 10 ; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 2; Ä) 4; Í) íå çíàì.

14. Çáèð êîåôèöèjåíàòà ïðàâàöà òàíãåíòè íà õèïåðáîëó 16x2 − 9y2 =
144 êðîç òà÷êó A(5, 10) jåäíàê jå :

À) 49
20
; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) 2, 5; Ã) −5

4
; Ä) 4

5
;

Í) íå çíàì.

15. Àêî 4 ÷îâåêà çà 5 ñàòè èñêîïà 12 ðóïà, êîëèêî £å ñàòè êîïàòè 2
÷îâåêà 36 ðóïà?

À) 40; Á) 20 ; Â) 15; Ã) 25; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Í) íå çíàì.

Ðåøå»å:

1. Ôàêòîðèñà»åì èçðàçà ó áðîjèîöó äîáèjàìî jåäíàêîñòè(
(
√
5−
√
3)·(
√
10+
√
6+
√
5+
√
3)√

2+1
− 1
)2

=

=

(
(
√
5−
√
3)·(
√
5(
√
2+1)+

√
3(
√
2+1))√

2+1
− 1

)2

=

=

(
(
√
5−
√
3)·(
√
2+1)(

√
5+
√
3)√

2+1
− 1

)2

= 1.

Tà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.
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2. Ñâî¢å»åì èçðàçà íà çàjåäíè÷êå èìåíèîöå è äà§èì ñðå¢èâà»åì
äîáèjàìî[(

b+ 1
a

)2 − (a+ 1
b

)2]
: (1+ab)2

a2b2
=

=
[(

ab+1
a

)2 − (ab+1
b

)2] · a2b2

(ab+1)2
=

= (ab+ 1)2 · b2−a2
a2b2
· a2b2

(ab+1)2
= b2 − a2.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

3. Ïðåáàöèâà»åì íà ëåâó ñòðàíó è ñðå¢èâà»åì íà çàjåäíè÷êè èìåíèëàö
äîáèjàìî íåjåäíà÷èíó x2−3x−28

x+9
≤ 0 è çà »ó ñëåäå£ó òàáåëó. Èç òàáåëå

âèäèìî äà jå x ∈ (−∞,−9) ∪ [−4, 7], êàêî jå è x ∈ N , äîáèjàìî äà jå
x ∈ {1, 2, ..., 7}.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

−9 −4 7
x2 − 3x− 28 + + + 0 − 0 +

x+ 9 − 0 + + + + +
f − | + 0 − 0 +

4. Èç óñëîâà çàäàòêà äîáèjàìî ñèñòåì jåäíà÷èíà çà êîjè âàæè{
a2 + a4 = 16
a2 · a5 = 70

⇔
{

a1 + d+ a1 + 3d = 16
(a1 + d) · (a1 + 4d) = 70

⇔

⇔
{

a1 + 2d = 8
(a1 + d) · (a1 + 4d) = 70

⇔
{

a1 = 8− 2d
(8− d) · (8 + 2d) = 70

⇔

⇔
{

a1 = 8− 2d
d2 − 4d+ 3 = 0

.

Óñëîâ çàäàòêà jå d 6= ±1 (÷ëàíîâè ñó íåñóñåäíè áðîjåâè), ïà jå
d = 3 è a1 = 2. Òàäà jå çáèð ïðâèõ øåñò ÷ëàíîâà àðèòìåòè÷êå ïðîãðåñèjå
S6 = 6

2
(2 + 17) = 57.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

5. Ñðå¢èâà»åì jåäíà÷èíå äîáèjàìî jåäíà÷èíó 12(1
2
·2x−4) = 16−10·2x

òj. 16 · 2x = 64 îäàêëå ñëåäè x = 2.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

6. Óñëîâè çàäàòêà ñó x2 − 7x + 12 > 0 è 6 − 2x > 0. Ðåøàâà»åì
íåjåäíà÷èíà äîáèjàìî óñëîâ x < 3, àíòèëîãàðèòìîâà»åì äîáèjàìî äà jå
x2−7x+12 > 6−2x òj. x2−5x+6 > 0 ÷èjå jå ðåøå»å x ∈ (−∞, 2)∪(3,∞).
Ó ïðåñåêó ñà óñëîâîì çàäàòêà äîáèjàìî ðåøå»å x ∈ (−∞, 2).
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Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

7. Òðîóãëîâè ACS è DBS ñó ñëè÷íè (ñë. 84), jåð ñó �ASC = �DSB
(óíàêðñíè óãëîâè) è �SAC = �SDB (ïåðèôåðèjñêè óãëîâè íàä òåòèâîì
BC). Íåêà jå x = DS, òàäà èìàìî ñëåäå£ó ïðîïîðöèjó x : 3 = 6 : (11−x)
îäàêëå ñëåäè x = 9 (jåð DS > CS).

Ñë. 84:

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

8. Ìîæåìî ñå îñëîáîäèòè ðàçëîìêà ìíîæå»åì jåð jå èìåíèîö óâåê
ïîçèòèâàí çà ñâàêî x ∈ R, ïà äîáèjàìî 2x2 + bx + 8 ≥ 10x2 + 40 îäàêëå
ñëåäè 8x2−bx+32 ≤ 0. Êàêî jå êîåôèöèjåíò óç íàjñòàðèjè ÷ëàí ïîñëåä»å
íåjåäíà÷èíå, ïîçèòèâàí òàäà íå ïîñòîjè ïàðàáîëà êîjà jå ìà»à èëè jåäíàêà
ñà íóëîì çà ñâàêî x ∈ R.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

9. Ñà ñëèêå 85 âèäèìî äà ñìî çà áàçó ïèðàìèäå èçàáðàëè áî÷íó ñòðàíó
ADD′A′. Ïîâðøèíà êâàäðà jå P = a2 + 4aH, çàìåíîì ïîçíàòîã äîáèjàìî
1000 = 2a2 + 4a(30− a)⇒ a2− 60a+ 500 = 0, ïà jå a = 10 è H = 20. Òàäà
jå çàïðåìèíà ïèðàìèäå V = 1

3
aH · a

2
= 1000

3
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.
10. Ïðèìåíîì àäèöèîíå ôîðìóëå jå 2 sinx cosx − sinx = 1 − 2 cosx,

îäíîñíî (2 cosx−1)(1+sinx) = 0, ïà jå sinx = −1 èëè cosx = 1
2
. Ðåøå»à

íàøå jåäíà÷èíå ñó x = 3π
2

+ 2kπ, k ∈ Z èëè x = ±π
3

+ 2lπ, l ∈ Z. Àêî jîø
äîäàìî è óñëîâ çàäàòêà äà jå x ∈ [0, 3π), îíäà jå x ∈

{
π
3
, 3π

2
, 5π

3
, 7π

3

}
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

11. Ïî ôîðìóëè sin2 α = 1−cos 2α
2

è óñëîâó α ∈ (3π
2
, 2π) äîáèjàìî äà jå

sinα = −
√

1−cos 2α
2

= −1
5
.
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Ñë. 85:

Ñë. 86:

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

12. Êîðèø£å»åì �óòíîâå áèíîìíå ôîðìóëå äîáèjàìî(
x
√
x− 1

x

)10
=

10∑
k=0

(
10
k

)(
x

3
2

)10−k
(−x−1)k =

10∑
k=0

(
10
k

)
(−1)kx15−

5k
2 .

Êàêî ñå òðàæè êîåôèöèjåíò óç x10, îíäà ìîðà äà áóäå 15 − 5k
2

= 10

îäàêëå ñëåäè k = 2. Òðàæåíè êîåôèöèjåíò

(
10
2

)
(−1)2 = 45.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

13. Òà÷êà C ñå äîáèjà ðàøàâà»åì ñèñòåìà y+x−2 = 0 è y−x+2 = 0,
ïà jå C(2, 0) (ñë. 86). Ñðåäèøòå S(2, 2) äèjàãîíàëå AC ñå äîáèjà êàî
àðèòìåòè÷êà ñðåäèíà êðàjåâà. Ïðàâà íà êîjîj ëåæè äðóãà äèjãîíàëà jå
ïàðàëåëíà ñà x-îñîì, ïà jå »åíà jåäíà÷èíà y = 2, à ïðåñåê ñà BC jå òà÷êà
B(0, 2), à ïðåñåê ñà CD jå òà÷êà D(4, 2). Çáèð ïðâèõ êîîðäèíàòà òåìåíà
êâàäðàòà ABCD jå 2 + 0 + 2 + 4 = 8.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

14. Ïîëóîñå õèïåðáîëå ñó a = 3 è b = 4, à jåäíà÷èíà ïðàâå êðîç
òà÷êó A jå y − 10 = k(x − 5), îäíîñíî y = kx + 10 − 5k. Óñëîâ äîäèðà
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jå a2k2 − b2 = n2, ïà çàìåíîì äîáèjàìî 9k2 − 16 = (10 − 5k)2, îäíîñíî
4k2−25k+29 = 0. Êàêî jå äèñêðèìèíàíòà ïîçèòèâíà, îíäà jå k1+k2 = 25

4
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

15. Ïðâî ïîïóíèìî òàáëèöó ñà îäãîâàðàjó£èì áðîjåâèìà, à îíäà ñòàâ§àìî
ñòðåëèöå è òî ñóïðîòíå êîä áðîjà ñàòè è áðîj §óäè jåð ñó òî îáðíóòî ïðî-
ïîðöèîíàëíå âðåäíîñòè, à èñòå êîä áðîjà ñàòè è áðîjà ðóïà jåð ñó òî èñòî
ïðîïîðöèîíàëíå âðåäíîñòè. Îäàòëå äîáèjàìî jåäíà÷èíó x

5
= 4

2
· 36
12
, ïà jå

x = 30.

§óäè ñàòè ðóïå
4 ↓ 5 ↑ 12 ↑
2 x 36

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.
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Ïðèjåìíè èñïèò 2014 - òåñò 5

1. Âðåäíîñò èçðàçà
((

1
4

)−2
:
(
1
8

)−2
: 8
)−0,2

jå:

À) 0, 25; Á) 2; Â) 0, 5; Ã) 4; Ä) 8; Í) íå çíàì.

2. Ïîñëå ñðå¢èâà»à èçðàç
[[

1
b

+ 1
a

]2 − 2
ab

]
:
[
a
b

+ b
a

]
, ãäå jå ab 6= 0,

jåäíàê jå:
À) 1

ab
; Á) a+ b; Â) a− b; Ã) 1

a
− 1

b
; Ä) 1

a
+ 1

b
; Í) íå çíàì.

3. Ðåøå»à íåjåäíà÷èíå (x+13)2

x2−4x+3
≤ 0 êîjà ïðèïàäàjó ñêóïó öåëèõ áðîjåâà

(x ∈ Z) èìà:
À) 0; Á) 1; Â) 2; Ã) 3; Ä) 4; Í) íå çíàì.

4. Çà ïîçèòèâàí àðèòìåòè÷êè íèç âàæè a3 + a7 = 16, a21 + a25 = 68 .
Òàäà jå a2013 äå§èâ ñà áðîjåì:

À) 3; Á) 7; Â) 8; Ã) 10; Ä) 15; Í) íå çíàì.

5. Jåäíà÷èíà 4 · 9x − 5 · 6x − 9 · 4x = 0 èìà
À) íóëà ðåøå»à; Á) jåäíî ïîçèòèâíî ðåøå»å; Â) jåäíî íåãàòèâíî

ðåøå»å; Ã) äâà ðåøå»à ; Ä) òðè ðåøå»à; Í) íå çíàì.

6. Àêî jå log 3 = a, log3 5 = b, íà£è log 45
À) a

2+b
; Á) 2+b

a
; Â) 2 + b; Ã) a(2− b); Ä) a(2 + b); Í) íå çíàì.

7. Äâå ñòðàíèöå îøòðîóãëîã òðîóãëà ñó 5cm è 6cm, à ïîâðøèíà
ìó jå 12cm2. Íóìåðè÷êà âðåäíîñò òðå£å ñòðàíèöå òîã òðîóãëà ïðèïàäà
èíòåðâàëó:

À) [6, 7); Á) [7, 8); Â) [8, 9); Ã) [9, 10]; Ä) [5, 6); Í) íå çíàì.

8. Áðîj öåëîáðîjíèõ âðåäíîñòè ïàðàìåòðà b çà êîjå jå íåjåäíà÷èíà
(b− 3)x2 + (b− 3)x− 2 < 0 òà÷íà çà ñâàêî x ∈ R jå:

À) 5; Á) 6; Â) 7; Ã) 8; Ä) 9; Í) íå çíàì.

9. Ïîâðøèíà äèjàãîíàëíîã ïðåñåêà ïðàâå ïðàâèëíå ÷åòâîðîñòðàíå
ïèðàìèäå jåäíàê jå 12

√
2 à ïîâðøèíà îìîòà÷à jåäíàêà jå 16

√
10. Çàïðåìèíà

òå ïèðàìèäå jåäíàêà jå:
À) 32; Á) 24; Â) 64; Ã) 72; Ä) 48; Í) íå çíàì.

10. Àêî jå 2 cosα−sinα
sinα+cosα

= tg(α + π
4
) îíäà jå tgα jåäíàêî:

À) −1
3
; Á) 1

3
; Â) 1

5
; Ã) 1

7
; Ä) 1

9
; Í) íå çíàì.

11. Âðåäíîñò èçðàçà
√
3

sin 800◦
+ 1

sin 550◦
jå:
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À) 1
2
; Á) −4; Â) 4; Ã) −2; Ä) 2; Í) íå çíàì.

12. ×ëàí ðàçâîjà
(
x4 − 1

x

)20
êîjè íå ñàäðæè x jå:

À) 1; Á) 20; Â) 190; Ã) 4845; Ä) 1140; Í) íå çíàì.

13. Ðåøå»å íåjåäíà÷èíå |x+ 3|+ |2− x| ≤ 5− x jå ïîäñêóï ñêóïà:
À) [0, 5]; Á) [−2, 6]; Â) [−7, 1); Ã) [−6,−1]; Ä) [−3, 0);

Í) íå çíàì.

14. Àêî ñó A(1,−1), B(3, 1) è C(4, 3) ðåäîì, òðè òà÷êå ïàðàëåëîãðàìà
ABCD, çáèð êîîðäèíàòà ÷åòâðòîã òåìåíà D jåäíàê jå:

À) 5; Á) 2; Â) 1; Ã) 4; Ä) 3; Í) íå çíàì.

15. Êîëèêî âîäå òðåáà äîäàòè ó 200l ìëåêà ñà 3, 2% ìëå÷íå ìàñòè äà
áè ñå äîáèëî ìëåêî ñà 0, 8% ìëå÷íå ìàñòè (ó l)?

À) 600; Á) 500; Â) 400; Ã) 800; Ä) 1000; Í) íå çíàì.

Ðåøå»à:

1. Ñâî¢å»åì ðàçëîìàêà íà ñòåïåíå è äà§èì ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî jå((
1
4

)−2
:
(
1
8

)−2
: 8
)−0,2

= (24 · 2−6 · 2−3)−0,2 = (2−5)
−0,2

= 2.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

2. Ñâî¢å»åì íà çàjåäíè÷êå èìåíèîöå äîáèjàìî jåäíàêîñòè[[
1
b

+ 1
a

]2 − 2
ab

]
:
[
a
b

+ b
a

]
=
[[

a+b
ab

]2 − 2
ab

]
: a2+b2

ab
=

= a2+2ab+b2−2ab
a2b2

· ab
a2+b2

= 1
ab
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

3. Çà íåjåäíà÷èíó (x+13)2

x2−4x+3
≤ 0 èìàìî ñëåäå£ó òàáåëó. Èç òàáåëå

âèäèìî äà jå x ∈ {−13} ∪ (1, 3). Êàêî jå x ∈ Z îíäà jå x ∈ {−13, 2}.

−13 1 3
(x+ 13)2 + 0 + + + + +
x2 − 4x+ 3 + + + 0 − 0 +

f + 0 + | − | +

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.
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4. Èç ïîñòàâêå çàäàòàêà äîáèjàìî ñèñòåì jåäíà÷èíà çà êîjè âàæå
åêâèâàëåíöèjå{

a3 + a7 = 16
a21 + a25 = 68

⇔
{
a1 + 2d+ a1 + 6d = 16

a21 + (a1 + 4d)2 = 68
⇔
{

a1 + 4d = 8
a21 + 82 = 68

.

Êàêî jå íàø àðèòìåòè÷êè íèç ïîçèòèâàí äîáèjàìî äà jå a1 = 2, ïà jå
d = 3

2
. Òàäà jå a2013 = a1 + 2012d = 3020.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

5. Äå§å»åì jåäíà÷èíå ñà 4x äîáèjàìî 4
(
3
2

)2x−5
(
3
2

)x−9 = 0. Óâî¢å»åì

ñìåíå
(
3
2

)x
= t äîáèjàìî 4t2 − 5t− 9 = 0, à »åíà ðåøå»à ñó t1 = −1 (îâî

îäáàöójåìî çáîã óñëîâà t > 0) è t2 = 9
4
, îäíîñíî x = 2.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

6. Ñðå¢èâà»åì log3 5 = b äîáèjàìî b = log 5
log 3

= log 5
a
⇒ log 5 = ab. Îíäà

jå log 45 = log (5 · 32) = log 5 + 2 log 3 = ab+ 2a.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

7. Íåêà ñó ñòðàíèöå a = 5, b = 6 è »èìà çàõâà£åí îøòàð óãàî γ,
òàäà ïðèìåíîì ôîðìóëå çà ïîâðøèíó P = 1

2
ab sin γ (êîðèñòè ñå êàäà

ñó ïîçíàòå äâå ñòðàíèöå), à îäàòëå jå sin γ = 2P
ab

= 4
5
òj. âàæè äà jå

cos γ = +
√

1− sin2 γ = 3
5
(+ jåð jå γ îøòàð óãàî, ñòàâèëè áè − äà jå áèî

òóï óãàî). Ïî êîñèíóñíîj òåîðåìè c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ = 25⇒ c = 5.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

8. Èìàìî äâà ñëó÷àjà:

àêî jå b = 3 (òàäà òî íèjå êâàäðàòíà íåjåäíà÷èíà) äîáèjàìî −2 < 0
øòî jå óâåê òà÷íî, ïà jå b = 3 ðåøå»å ïðâîã ñëó÷àjà;

àêî jå b 6= 3 òàäà çà ïàðàáîëó êîjà jå óâåê íåãàòèâíà âàæå óñëîâè
D < 0 (äèñêðèìèíàíòà) è a < 0 (íàjñòàðèjè êîåôèöèjåíò). Çàìåíîì
äîáèjàìî (b− 3)(b+ 5) < 0 è b− 3 < 0, îíäà jå b > −5 è b < 3, ïà jå
b ∈ (−5, 3) ðåøå»å äðóãîã ñëó÷àjà;

Óíèjà ñëó÷àjåâà íàì äàjå b ∈ (−5, 3], ïà ñó öåëîáðîjíà ðåøå»à
b ∈ {−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

9. Äèjàãîíàëíè ïðåñåê jå òðîóãàî (ñë. 87), ïà âàæè äà jå 12
√

2 = 1
2
dH

è d = a
√

2, ïà jå aH = 24. Ïîâðøèíà îìîòà÷à jå 16
√

10 = 4 · 1
2
· aha, ïà
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jå 8
√

10 = a
√
H2 +

(
a
2

)2
, êâàäðèðà»åì äîáèjàìî 640 = a2H2 + a4

4
, ïà jå

a = 4 è H = 6. Òàäà jå çàïðåìèíà ïèðàìèäå V = 1
3
a2H = 32.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

Ñë. 87:

10. Ñêðà÷èâà»åì ðàçëîìêà ñà cosα è ïðèìåíîì àäèöèîíå ôîðìóëå
çà çáèð òàíãåíñà äîáèjàìî 2−tgα

tgα+1
= tgα+1

1−tgα , óíàêðñíèì ìíîæå»åì èìàìî

2− 3 tgα + tg2 α = tg2 α + 2 tgα + 1⇒ tgα = 1
5
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

11. Ñèíóñå ó ïîëàçíîì èçðàçó ñâîäèìî ñëåäå£èì jåäíàêîñòèìà íà
óãëîâå ó ïðâîì è ÷åòâðòîì êâàðàíòó√

3
sin 800◦

+ 1
sin 550◦

=
√
3

sin(2·360◦+90−10) + 1
sin(360◦+180+10)

=

=
√
3

cos 10
+ 1
− sin 10

=
√
3 sin 10−cos 10
sin 10 cos 10

= 4

√
3

2
sin 10− 1

2
cos 10

2 sin 10 cos 10
=

= 4 cos 30 sin 10−sin 30 cos 10
sin 20

= 4 sin(10−30)
sin 20

= −4.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

12. Êîðèñòå£è �óòíîâó áèíîìíó ôîðìóëó äîáèjàìî äà âàæè(
x4 − 1

x

)20
=

20∑
k=0

(
20
k

)
(x4)

20−k
(−x−1)k =

20∑
k=0

(
20
k

)
(−1)k x80−5k.

Êàêî ñå òðàæè êîåôèöèjåíò êîjè íå ñàäðæè x , îíäà 80 − 5k = 0 òj.

k = 16. Òðàæåíè êîåôèöèjåíò

(
20
16

)
(−1)16 =

(
20
4

)
= 4845.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

13. Èìàìî òðè ñëó÷àjà:

çà x < −3 äîáèjàìî x ≥ −6, ïà jå x ∈ [−6,−3);

çà −3 ≤ x < 2 äîáèjàìî x ≤ 0, ïà jå x ∈ [−3, 0];

176



çà x ≥ 2 äîáèjàìî x ≤ 4
3
, ïà îâäå íåìàìî ðåøå»à;

Óíèjà ñëó÷àjåâà äàjå íàì ðåøå»å x ∈ [−6, 0].
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

14. Ñòðàíèöà CD jå ïàðàëåëíà ñà AB è ñàäðæè òà÷êó C, ïà jå
CD : y − 3 = 1−(−1)

3−1 (x − 4) òj. y = x − 1. Àíàëîãíî ñòðàíèöà AD
jå ïàðàëåëíà ñà BC è ñàäðæè òà÷êó A, ïà jå jåäíà÷èíà ïðàâå AD :
y − (−1) = 3−1

4−3(x − 1) òj. y = 2x − 3. Ïðåñåê ñòðàíèöà CD è AD äàjå
÷åòâðòî òåìå D, ðåøàâà»åì ñèñòåìà äîáèjàìî D(2, 1).

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

15. Êîðèø£å»åì òàáåëå äîáèjàìî äà jå îäíîñ âîäå è ìëåêà 2.4 : 0.8,
ïðîøèðèâà»åì äîáèjàìî îäíîñ 3 : 1 ïà îäàòëå çàê§ó÷ójåìî äà íàì òðåáà
600l âîäå.

âîäà 0% ↘ ↗ 3.2− 0.8 = 2.4 3 · 200 = 600
0.8%

ìëåêî 3.2% ↗ ↘ 0.8− 0 = 0.8 1 · 200 = 200

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.
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Ïðèjåìíè èñïèò 2015 - òåñò 1

1. Àêî jå x =
(0.5 : 1.25+ 7

5
: 1 4

7
− 3

11)·3
(1.5+ 1

4): 18 1
3

, îíäà jå

À) x < 0; Á) 0 ≤ x < 10; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Ã) 20 ≤ x < 30; Ä) 30 ≤ x; Í) íå çíàì.

2. Àêî jå log2 3 = a è log5 2 = b, îíäà jå log24 50 jåäíàêî:
À) b+1

b(a+4)
; Á) b+1

b(a+3)
; Â) b+2

b(a+3)
; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) b−2

b(a+4)
;

Í) íå çíàì.

3. Öåëîáðîjíèõ ðåøå»à íåjåäíà÷èíå x
x+4
≤ 1

x+1
èìà:

À) 5; Á) 3; Â) 6; Ã) 7; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Í) íå çíàì.

4. Çáèð ïðâîã è ÷åòâðòîã ÷ëàíà ðàñòó£å ãåîìåòðèjñêå ïðîãðåñèjå jå
35, à çáèð äðóãîã è òðå£åã ÷ëàíà jå 30. Ïåòè ÷ëàí òå ïðîãðåñèjå ïðèïàäà
èíòåðâàëó:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) [41, 52); Â) [22, 34); Ã) [52, 60);
Ä) [0, 22); Í) íå çíàì.

5. Ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå log0.5
2x−4
x−3 < −2 jå:

À) (4,∞); Á) (3, 4); Â) (−∞, 2)∪(8,∞); Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Ä) (−∞, 2) ∪ (4,∞); Í) íå çíàì.

6. Ñêóï ñâèõ ðåøå»à íåjåäíà÷èíå
(√

5 + 2
)x+3 ≤

(√
5− 2

)2/x
jå:

À) (−∞,−2] ∪ [−1,∞); Á) (−∞,−2] ∪ (−1,∞); Â) (−2,−1];
Ã) (−∞,−2] ∪ [−1, 0); Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Í) íå çíàì.

7. Äóæèíå îñíîâèöà jåäíàêîêðàêîã òðàïåçà ñó 10cm è 6cm, à êðàöè
çàêëàïàjó óãàî îä 75◦ ñà âå£îì îñíîâèöîì. Ïîâðøèíà òîã òðàïåçà (ó cm2)
jå:

À) 8(
√

2 +
√

3); Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) 16(2 +
√

3);
Ã) 16(2−

√
3); Ä) 8(1 +

√
2); Í) íå çíàì.

8. Âðåäíîñò ðåàëíîã ïàðàìåòðà b çà êîjè jå çáèð êâàäðàòà ðåøå»à
jåäíà÷èíå x2 − bx+ b− 3 = 0 íàjìà»è jå:

À) 0; Á) 2 ; Â) 4; Ã) 1; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Í) íå çíàì.

9. Ðàñòîjà»å òåìåíà B îä äèjàãîíàëå AC ′ êîöêå ABCDA′B′C ′D′

èâèöå 1 jåäíàêî jå:

À)
√

2
3
; Á) 1√

3
; Â)

√
3
2
; Ã) 1; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Í) íå çíàì.
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10. Áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå sinx + 1√
3

sin 2x = 0 íà èíòåðâàëó [0, 2π]
jå:

À) 3; Á) 5; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 6; Ä) 2; Í) íå çíàì.

11. Âðåäíîñò èçðàçà 1
cos 285

−
√
3

cos 195
jå:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 4; Â) 4
√

3; Ã) 2
√

2; Ä) 4
√

2;
Í) íå çíàì.

12. Ïðàâå x + y = −2, x + y = 5, 3x − 4y = 22 è êîîðäèíàòíå îñå
îäðå¢ójó ïåòîóãàî. �åãîâà ïîâðøèíà ïðèïàäà èíòåðâàëó:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) [41, 52); Â) [22, 34); Ã) [52, 60);
Ä) [0, 22); Í) íå çíàì.

13. Àêî jå ïðàâà y = kx+n çàjåäíè÷êà òàíãåíòà êðóæíèöå x2 +y2 = 4
è åëèïñå 2x2 + 5y2 = 10, òàäà jå k2 + n2 jåäíàêî:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 7; Â) 14 Ã) 6; Ä) 12; Í) íå çíàì.

14. Êîåôèöèjåíò óç x20 ó ïîëèíîìó (x2 − 2x)
11
jå:

À) 220; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) 55; Ã) −110; Ä) −55;
Í) íå çíàì.

15. Ðîáà jå ïîñêóïåëà çà 25%. Äà áè »åíà öåíà áèëà äâà ïóòà âå£à
îä ïî÷åòíå, òðåáà äà ïîñêóïè jîø çà:

À) 60%; Á) 55%; Â) 75%; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) 50%;
Í) íå çíàì.

Ðåøå»e:

1. Ñðå¢èâà»åì èçðàçà ñà äåñíå ñòðàíå jåäíàêîñòè äîáèjàìî äà jå

x =
(0.5 : 1.25+ 7

5
: 1 4

7
− 3

11)·3
(1.5+ 1

4): 18 1
3

=
( 1
2
· 4
5
+ 7

5
· 7
11
− 3

11)·3
( 3
2
+ 1

4)· 355
=

4·11+2·49−3·10
2·5·11 ·3
3·2+1

4
· 3
55

=
112
2
7
4

= 32.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

2. Êàêî jå log5 2 = b îíäà jå log2 5 = 1
b
. Ñðå¢èâà»åì èçðàçà

log24 50 = log23·3 (2 · 52) =
log2(2·52)
log2(2

3·3) = log2 2+2 log2 5
3 log2 2+log2 3

=
1+ 2

b

3+a
= b+2

b(3+a)
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

3. Ïðåáàöèâà»åì äîáèjàìî x
x+4
− 1

x+1
≤ 0, à ñâî¢å»åì íà çàjåäíè÷êè

èìåíèëàö x2−4
(x+4)(x+1)

≤ 0. Ôîðìèðà»åì òàáåëå ó êîjîj jå äàò çíàê èìåíèîöà

179



è çíàê áðîjèîöà äîáèjàìî äà jå x ∈ (−4,−2] ∪ (−1, 2]. Äîäàâà»åì óñëîâà
x ∈ Z äîáèjàìî äà jå x ∈ {−3,−2, 0, 1, 2}.

−4 −2 −1 2
x2 − 4 + + + 0 − − − 0 +
x+ 4 − 0 + + + + + + +
x+ 1 − − − − − 0 + + +
f + | − 0 + | − 0 +

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

4. Èç ïîñòàâêå çàäàòêà äîáèjàìî ñèñòåì jåäíà÷èíà çà êîjè âàæè{
a1 + a4 = 35
a2 + a3 = 30

⇒
{

a1 + a1q
3 = 35

a1q + a1q
2 = 30

⇒
{
a1(1 + q3) = 35
a1q(1 + q) = 30

.

Äå§å»åì jåäíà÷èíà äîáèjàìî 1−q+q2
q

= 7
6
, óíàêðñíèì ìíîæå»åì è

ñðå¢èâà»åì èìàìî äà jå 6q2− 13q+ 6 = 0, ïà jå q = 3
2
, a1 = 8, jåð ñå ðàäè

î ðàñòó£åì ãåîìåòðèjñêîì íèçó. Íà êðàjó a5 = a1q
4 = 81

2
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

5. Óñëîâ çàäàòêà jå 2x−4
x−3 > 0 jå åêâèâàëåíòàí x ∈ (−∞, 2) ∪ (3,∞).

Êàêî jå îñíîâà ìà»à îä 1 ðåëàöèjñêè çíàê ñå ìå»à, ïà èìàìî äà jå
2x−4
x−3 > (0.5)−2 îäàêëå ñëåäè 2x−4

x−3 > 4 òj. 8−2x
x−3 > 0. Èç ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå

äîáèjàìî x ∈ (3, 4).
Êàêî jå x ∈ (3, 4) ïîäñêóï óñëîâà, îíäà jå òî è íàøå êðàj»å ðåøå»å.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

6. Êàêî jå 1√
5−2 =

√
5+2
5−4 =

√
5 + 2, óáàöèâà»åì ó çàäàòàê äîáèjàìî(√

5 + 2
)x+3 ≤

(√
5− 2

)2/x
îäàêëå ñëåäè

(√
5 + 2

)x+3 ≤
(√

5 + 2
)−2/x

òj.

x+ 3 ≤ − 2
x
, ÷èjèì äðå¢èâà»åì äîáèjàìî íåjåäíà÷èíó x2+3x+2

x
≤ 0.

−2 −1 0
x2 + 3x+ 2 + 0 − 0 + + +

x − − − − − 0 +
f − 0 + 0 − | +

Èç òàáåëå âèäèìî äà jå x ∈ (−∞,−2] ∪ [−1, 0).
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.
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x

y

Ñë. 88:

7. Íåêà jå E ïîäíîæjå âèñèíå èç òåìåíà D jåäíàêîêðàêîã òðàïåçà
ABCD. Î÷èãëåäíî jå AE = a−b

2
= 2. Òàäà èç ïðàâîóãëîã òðîóãëà AED

èìàìî tg 75 = DE
AE

îäàêëå ñëåäè

h = DE = AE · tg 75◦ = 2 · sin 75
cos 75

=

= 2

√
1−cos 150

2√
1+cos 150

2

= 2 ·
√

1+
√
3

2

1+
√
3

2

= 2 ·
√

2+
√
3

2−
√
3

= 2(2 +
√

3).

Îäàòëå jå ïîâðøèíà òðàïåçà jåäíàêà P = a+b
2
h = 16(2 +

√
3).

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

8. Èç êâàäðàòíå jåäíà÷èíå ïðèìåíîì Âèåòîâèõ ôîðìóëà èìàìî äà jå
x1 + x2 = −−b

1
= b è x1 · x2 = b−3

1
= b − 3. Êàêî ñå òðàæè ìèíèìàëíà

âðåäíîñò èçðàçà x21 + x22 êîjè jå jåäíàê èçðàçó (x1 + x2)
2 − 2x1x2 çàìåíîì

äîáèjàìî x21 + x22 = b2 − 2(b − 3) = (b − 1)2 + 5, òàêî äà jå ìèíèìàëíà
âðåäíîñò 5 êàäà jå b = 1.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

9. Òðîóãàî ABC ′ jå ïðàâîóãëè jåð jå èâèöà êîöêå AB íîðìàëíà íà
ñòðàíèöó BCC ′B′ (ñë. 88). Òðàæåíî ðàñòîjà»å jå óñòâàðè âèñíà èç
òåìåíà B òîã òðîóãëà. Ïî çàäàòêó AB = 1, BC ′ =

√
2 êàî äèjàãîíàëà

êâàäòàòà è AC ′ =
√

3 êàî äèjàãîíàëà êîöêå. Ïî ôîðìóëàìà çà ïîâðøèíó

ïðàâîóãëîã òðîóãëà èìàìî AC′·hB
2

= AB·BC′
2
⇒ hB = AB·BC′

AC′
= 1·

√
2√
3

=
√

2
3
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.
10. Ïî àäèöèîíîj ôîðìóëè çà äâîñòðóêè óãàî äîáèjàìî äà jå ïîëàçíà

jåäíà÷èíà åêâèâàëåíòíà sinx+ 1√
3
2 sinx · cosx = 0 îäàêëå ñëåäè äà âàæè

sinx(1 + 2√
3

cosx) = 0 òj. sinx = 0 ∨ cosx = −
√
3
2

ïà âàæè äà jå

x = kπ ∨ x = 5π
6

+ 2lπ ∨ x = 7π
6

+ 2mπ çà k, l,m ∈ Z. Êàêî x ∈ [0, 2π]
äîáèjàìî äà x ∈ {0, 5π

6
, π, 7π

6
, 2π}.
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Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.
11. Ñâî¢å»åì òðèãîíîìåòðèjñêèõ èçðàçà íà òðèãîíîìåòðèjñêå èçðàçå

ñà óãëîâèìà ó ïðâîì êâàäðàíòó äîáèjàìî jåäíàêîñòè:

1
cos 285

−
√
3

cos 195
= 1

cos(270+15)
−

√
3

cos(180+15)
=

= 1
sin 15

−
√
3

− cos 15
= cos 15+

√
3 sin 15

sin 15·cos 15 =

= 4
1
2
cos 15+

√
3

2
sin 15

2 sin 15·cos 15 = 4 sin 30 cos 15+cos 30 sin 15
sin 30

=

= 4 sin 45
sin 30

= 4

√
2

2
1
2

= 4
√

2.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

12. Òåìåíà ïåòîóãëàOABCD äîáèjàìî íà ñëåäå£è íà÷èí: ÒåìåA(0,−2)
äîáèjàìî ó ïðåñåêó ïðàâå x + y = −2 è y−îñå, òåìå B(2,−4) äîáèjàìî
ó ïðåñåêó ïðàâèõ x + y = −2 è 3x − 4y = 22, òåìå C(6,−1) äîáèjàìî ó
ïðåñåêó ïðàâèõ 3x− 4y = 22 è x+ y = 5, òåìå D(5, 0) äîáèjàìî ó ïðåñåêó
ïðàâe x+y = 5 è x−îñå. Ïðàâîóãàîíèê OMNP äîáèjàìî êàäà êðîç òåìå
B ïîâó÷åìî ïàðàëåëó ñà x−îñîì è êðîç òåìå C ïîâó÷åìî ïàðàëåëó ñà
y−îñîì. (êàî íà ñëèöè 88)

Òàäà ñå ïîâðøèíà ïåòîóãëà äîáèjà êàäà îï ïîâðøèíå ïðàâîóãàîíèêà
îäóçìåìî ïîâðøèíå òðîóãëà AMB, BNC è CPD, òj.

POABCD = POMNP − PAMB − PBNC − PCPD =
= 6 · 4− 1

2
· 2 · 2− 1

2
· 4 · 3− 1

2
· 1 · 1 = 24− 2− 6− 1

2
= 31

2
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

13. Êðóæíèöà x2 + y2 = 4 ñà öåíòðîì ó òà÷êè (0, 0) è ïîëóïðå÷íèê

r = 2, à åëèïñà x2

5
+ y2

2
= 1 ñà öåíòðîì ó òà÷êè (0, 0) è ïîëóîñå a =

√
5 è

b =
√

2 . Óñëîâ äà ïðàâà y = kx+n äîäèðójå êðóæíèöó jå (kp− q+n)2 =
r2(k2+1), à åëèïñó a2k2+b2 = n2. Çàìåíîì ïîçíàòèõ âðåäíîñòè äîáèjàìî
n2 = 4(k2 + 1) è 5k2 + 2 = n2, èçjåäíà÷àâà»åì èìàìî 5k2 + 2 = 4k2 + 4
îäàêëå ñëåäè k2 = 2, n2 = 12.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

14. Áèíîìíè ðàçâîj ñòåïåíà áèíîìà äàjå

(x2 − 2x)
11

=
11∑
k=0

(
11
k

)
(x2)

11−k
(−2x)k =

=
11∑
k=0

(
11
k

)
x22−2k (−2)k xk =

11∑
k=0

(
11
k

)
(−2)k x22−k.
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Ïîøòî ñå òðàæè êîåôèöèjåíò óç x20, äîáèjàìî äà jå 22 − k = 20 òj.
k = 2. Îäàòëå çàê§ó÷ójåìî äà jå òðàæåíè êîåôèöèjåíò jåäíàê(

11
2

)
(−2)2 = 11·10

2
4 = 220.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

15. Öåíà ðîáå íàêîí ïðâîã ïîñêóï§å»à jå x · (1 + 25
100

), îäíîñíî 5
4
x,

ãäå jå x ïðâîáèòíà öåíà. Íåêà jå p ïîâå÷à»å ó ïðîöåíòèìà äà äîáèjåìî
äóïëó öåíó, òàäà 5

4
x(1 + p

100
) = 2x, ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî 1 + p

100
= 8

5
, ïà

jå p = 60%.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.
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Ïðèjåìíè èñïèò 2015 - òåñò 2

1. Âðåäíîñò èçðàçà
(√

6− 2
√

5−
√

6 + 2
√

5
)2

+
√

6− 2
√

5 −
√

6 + 2
√

5

jåäíàêà jå:
À) 4; Á) 2; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã)

√
6 +
√

5; Ä) 2
√

6;
Í) íå çíàì.

2. Âðåäíîñò èçðàçà log1/8

(
log√6 2− 2 log1/6 3

)
jå:

À) −1
3
; Á) −1

2
; Â) 1

2
; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) 2;

Í) íå çíàì.

3. Öåëîáðîjíèõ ðåøå»à íåjåäíà÷èíå 3x2−6x−1
x2−x+2

≤ 2 èìà:
À) 5; Á) 8; Â) 6; Ã) 7; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Í) íå çíàì.

4. Íåêè ÷ëàíîâè àðèòìåòè÷êèõ ïðîãðåñèjà 17, 21, 25, 29, ... è 16, 21, 26, ...
jåäíàêè ñó ìå¢ó ñîáîì. Òàäà çáèð ïðâèõ ïåäåñåò jåäíàêèõ ÷ëàíîâà äàòèõ
ïðîãðåñèjà jå:

À) 25020; Á) 20500; Â) 24050; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) 25550;
Í) íå çíàì.

5. Ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå logx (4− x2) < 2 jå:
À) (0, 1) ∪

(√
2, 2
)
; Á) (0, 1); Â) (0, 1) ∪

(
1,
√

2
)
;

Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä)
(√

2, 2
)
; Í) íå çíàì.

6. Ðåøå»å jåäíà÷èíå 216x = 162x ïðèïàäà èíòåðâàëó:
À)
(
−∞, 1

3

]
; Á)

(
13
18
, 5
6

]
; Â)

(
11
20
, 13
18

]
; Ã)

(
5
6
, 5
]
;

Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Í) íå çíàì.

7. Îñíîâèöà jåäíàêîêðàêîã òðîóãëà jå
√

2cm. Òåæèøíå äóæè êîjå ñó
ïîâó÷åíå íà êðàêå ñåêó ñå ïîä ïðàâèì óãëîì.
Ïîâðøèíà òîã òðîóãëà (ó cm2) jå:

À) 2.5; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) 2; Ã) 3.5; Ä) 1.5;
Í) íå çíàì.

8. Çà êîëèêî öåëîáðîjíèõ âðåäíîñòè ïàðàìåòðà a jå
(a+ 3)x2 − (a+ 3)x− 2 < 0 çà ñâàêî x ∈ R:

À) 8; Á) 7 ; Â) 9; Ã) 11; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Í) íå çíàì.

9. Ó çàðóá§åíó êóïó ïîëóïðå÷íèêà âå£å îñíîâå 4, óïèñàíà jå ëîïòà
çàïðåìèíå 36π. Çàïðåìèíà çàðóá§åíå êóïå jå:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 239π
4
; Â) 359π

6
; Ã) 298π

5
; Ä) 481π

8
;

Í) íå çíàì.
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10. Íåêà jå x îøòàð óãàî. Ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå
sinx+

√
3 cosx ≥

√
3 jå èíòåðâàë:

À) [0, π
3
]; Á) [0, π

6
]; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) (0, π

4
]; Ä) [π

6
, π
4
];

Í) íå çíàì.

11. Àêî jå tg
(
π
4
− x

2

)
=
√

a
b
, (a > 0, b > 0, a 6= b), òàäà jå sinx jåäíàê:

À) a+b
a−b ; Á) b−a

b+a
; Â)

√
b−
√
a; Ã) 1√

b−
√
a
; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Í) íå çíàì.

12. Öåëîáðîjíèõ ðåøå»à íåjåäíà÷èíå x+ 1 >
√

5− x èìà:
À) 1; Á) 5; Â) 2; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) 0; Í) íå çíàì.

13. Äàòà jå òà÷êà S (1, 1) è åëèïñà 9x2 + 16y2 = 144. Jåäíà÷èíà ñå÷èöå
åëèïñå êîjîj jå ñðåäèøòå òà÷êà S, ãëàñè:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 16x+ 9y = 25; Â) 3x+ 4y = 7;
Ã) 9x+ 16y = 25; Ä) 4x+ 3y = 7; Í) íå çíàì.

14. Àêî jå x > 0, êîëèêî ïðîöåíàòà îä x jå èçðàç x
50

+ x
25

?
À) 75%; Á) 6%; Â) 25%; Ã) 12%; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Í) íå çíàì.

15. Àêî jå îñòàòàê ïðè äå§å»ó ïîëèíîìà x4 + 2x3 + x2 + ax + b ñà
ïîëèíîìîì x2 + x+ 1 jåäíàê 2x+ 3, îíäà 2a+ b ïðèïàäà èíòåðâàëó:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) [6, 8); Â) [0, 2) Ã) [4, 6); Ä) [2, 4);
Í) íå çíàì.

Ðåøå»à:

1. Êîðèñòå£è ÷è»åíèöó äà jå
(
1−
√

5
)2

= 6− 2
√

5 è
(
1 +
√

5
)2

= 6 + 2
√

5
ïîëàçíè èçðàç jå jåäíàê(√(

1−
√

5
)2 −√(1 +

√
5
)2)2

+

√(
1−
√

5
)2 −√(1 +

√
5
)2

=

=
(√

5− 1− 1−
√

5
)2

+
√

5− 1− 1−
√

5 = 4− 2 = 2.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

2. Êîðèñòå£è îñíîâíå îñîáèíå ëîãàðèòàìà äîáèjàìî äà âàæå jåäíàêîñòè

log1/8

(
log√6 2− 2 log1/6 3

)
= log2−3 (log61/2 2− 2 log6−1 3) =

= 1
−3 log2

(
1
1
2

log6 2− 2
−1 log6 3

)
= −1

3
log2 (log6 22 + log6 32) =

= −1
3

log2 (log6 (2232)) = −1
3

log2 (2 log6 6) = −1
3
.
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Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

3. Ïðåáàöèâà»åì äîáèjàìî 3x2−6x−1
x2−x+2

−2 ≤ 0, à ñâî¢å»åì íà çàjåäíè÷êè

èìåíèëàö x2−4x−5
x2−x+2

≤ 0

−1 5
x2 − 4x− 5 + 0 − 0 +
x2 − x+ 2 + + + + +

f + 0 − 0 +

Èç òàáåëå âèäèìî äà jå x ∈ [−1, 5], àêî jîø äîäàìî óñëîâ äà jå x ∈ Z
îíäà jå x ∈ {−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

4. Èç àðèòìåòè÷êå ïðîãðåñèjå 17, 21, 25, 29, ... äîáèjàìî äà jå a1 = 17
è d = 4, à èç àðèòìåòè÷êå ïðîãðåñèjå 16, 21, 26, ...äîáèjàìî äà jå b1 = 16 è
d = 5, âèäèìî äà jå ïðâè çàjåäíè÷êè ÷ëàí c1 = 21 è äà jå d = 20. Òàäà jå
S50 = 50

2
(2 · 21 + 49 · 20) = 25550.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

5. Óñëîâ àðãóìåíòà jå 4 − x2 > 0, òj. |x| < 2. Êàêî jå îñíîâà
ïðîìåí§èâà, èìàìî äâà ñëó÷àjà, àêî jå x ∈ (0, 1) äîáèjàìî 4 − x2 > x2,
ïà jå |x| <

√
2, ïà jå ðåøå»å ïðâîã ñëó÷àjà x ∈ (0, 1). Äðóãè ñëó÷àj jå çà

x ∈ (1, 2), äîáèjàìî 4−x2 < x2, ïà jå |x| >
√

2, ïà jå ðåøå»å ïðâîã ñëó÷àjà
x ∈ (

√
2, 2). Óíèjà ñëó÷åjåâà äàjå íàì êðàj»å ðåøå»å x ∈ (0, 1) ∪ (

√
2, 2).

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

6. Ñâî¢å»åì íà èñòå îñíîâå èç ïîëàçíå äîáèjàìî åêâèâàëåíòíó jåäíà÷èíó
216x = (24)

2x
òj. 216x = 24·2x , ïà jå 16x = 4 · 2x. Èç ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå

äîáèjàìî 24x = 22+x, îäàòëå jå 4x = 2 + x, ïà jå x = 2
3
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

7. Î÷èãëåäíî jå AT = BT = 1 jåð jå òðîóãàî ABT jåäíàêîêðàêî
ïðàâîóãëè (ñë. 89). Íåêà jå BD = DC = x è �CAD = �TBD = ϕ, ïà
jå TD =

√
x2 − 1 è cosϕ = 1

x
. Ïðèìåíîì êîñèíóñíå òåîðåìå íà òðîóãàî

ADC äîáèjàìî

x2 =
(
1 +
√
x2 − 1

)2
+ (2x)2 − 2 · 2x

√
x2 − 1 · cosϕ.

Ðåøàâà»åì jåäíà÷èíå äîáèjàìî äà jå x =
√
5
2
. Çà âèñèíó jåäíàêîñòðàíè÷íîã

òðîóãëà âàæè h =

√
(2x)2 −

(√
2
2

)
= 3

2

√
2, ïà jå ïîâðøèíà òðîóãëà jåäíàêà
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P = 1
2

√
23
2

√
2 = 3

2
.

Ñë. 89: Jåäíàêîêðàêè òðîóãàî ÷èjà jå îñíîâà
√

2cm.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.
8. Êàêî jå êâàäðàòíà ôóíêöèjà íåãàòèâíà çà ñâàêî x ∈ R, òàäà ìîðà

äà âàæè a+ 3 < 0 è (a+ 3)2 − 4(a+ 3)(−2) < 0. Ðåøàâà»åì íåjåäíà÷èíà
äîáèjàìî a < −3 è (a + 3)(a + 11) < 0 îäàêëå ñëåäè äà a ∈ (−11,−3). Ó
çàäàòêó íèjå íàãëàøåíî äà ñå ðàäè î êâàäðàòíîj íåjåäíà÷èíè, ïà ìîðàìî
äà ïðîâåðèìî è ñëó÷àj êàäà jå a = −3 (êîåôèöèjåíò óç êâàäðàòíè ÷ëàí
jåäíàê íóëè), çàìåíîì ó íåjåäíà÷èíó äîáèjàìî −2 < 0 øòî jå óâåê òà÷íî.
Çàê§ó÷ójåìî äà jå ðåøå»å íåjåäíà÷èíå a ∈ (−11,−3]. Öåëîáðîjíà ðåøå»à
ñó a ∈ {−10,−9, ...,−4,−3}.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

9. Îñíè ïðåñåê çàðóá§åíå êóïå (ñë. 90) è óïèñàíå ëîïòå jå jåäíà-
êîêðàêè òðàïåç (òàíãåíòíè ÷åòâîðîóãàî 2R + 2r = 2s òj. r = s − 4) ñà

óïèñàíîì êðóæíèöîì. Çàïðåìèíà ëîïòå jå V = 4
3

(
H
2

)3
π = 36π îäàêëå

ñëåäè H = 6. Èç ïðàâîóãëîã òðîóãëà èìàìî (2R−2r
2

)2 + H2 = s2 îäàêëå
äîáèjàìî äà jå s = 25

4
è r = 9

4
.

Çàïðåìèíà çàðóá§åíå êóïå jå V = Hπ
3

(R2 +Rr + r2) = 481π
8
.

Ñë. 90:

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.
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10. Äàòó íåjåäíà÷èíó ïîäåëèìî ñà 2 ïà äîáèjàìî 1
2

sinx+
√
3
2

cosx ≥
√
3
2
,

îäíîñíî cos π
3
· sinx + sin π

3
cosx ≥

√
3
2
îäàêëå ñëåäè sin(x + π

3
) ≥

√
3
2
ïà jå

π
3

+ 2kπ ≤ x+ π
3
≤ 2π

3
+ 2kπ òj. 2kπ ≤ x ≤ π

3
+ 2kπ. Êàêî jå x îøòàð óãàî

âàæè 0 < x < π
2
, ïà jå ðåøå»å 0 < x ≤ π

3
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

11. Ïðèìåíîì àäèöèîíå ôîðìóëå äîáèjàìî
1−tg x

2

1+tg x
2

=
√

a
b
îäàêëå ñëåäè

äà jå tg x
2

=
√
b−
√
a√

b+
√
a
. Ïî ôîðìóëè sinx =

2 tg x
2

1+tg2 x
2

= b−a
b+a

.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

12. Íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà ñèñòåìó íåjåäíà÷èíà 5 − x ≥ 0 è
x + 1 ≥ 0 è (x + 1)2 > 5 − x, øòî jå åêâèâàëåíòíî ñèñòåìó x ∈ [−1, 5] è
x2 + 3x− 4 > 0. Ïðåñåêîì äîáèjàìî ðåøå»å x ∈ (1, 5].

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

13. Jåäíà÷èíà ïðàâå êðîç òà÷êó S (ñë. 91) jå y − 1 = k(x − 1) òj.
y = kx− k+ 1. Èç jåäíà÷èíå åëèïñå äîáèjàìî 9x2 + 16(kx− k+ 1)2 = 144
ïà jå (16k2 +9)x2 +(−32k2 +32k)x+16k2−32k−128 = 0. Êàêî jå òà÷êà S
ñðåäèøòå ñå÷èöå AB òàäà âàæè xA+xB

2
= xs è

yA+yB
2

= xs, ïà ïî Âèjåòîâèì

ôîðìóëàìà èìàìî 32k2−32k
16k2+9

= 2 îäàêëå ñëåäè k = − 9
16
. Òðàæåíà ñå÷èöà

jå 9x+ 16y = 25.

Ñë. 91:

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

14. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå îäãîâîð p ïðîöåíàòà. Òðàæåíà ïðîïîðöèjà
jå x :

(
x
50

+ x
25

)
= 100 : p, ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî 50

3
= 100

p
îäàêëå ñëåäè

p = 6.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

15. Ïî òåîðåìè î ðàçëàãà»ó ïîëèíîìà èìàìî

x4 + 2x3 + x2 + ax+ b = (x2 + x+ 1)(x2 + Ax+B) + 2x+ 3.
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Èçjåäíà÷àâà»åì êîåôèöèjåíàòà óç èñòå ñòåïåíå äîáèjàìî ñëåäå£è ñèñòåì

jåäíà÷èíà


2 = A+ 1

1 = B + A+ 1
a = B + A+ 2
b = B + 3

⇔


A = 1
B = −1
a = 2
b = 2

ïà jå 2a+ b=6.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.
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Ïðèjåìíè èñïèò 2015 - òåñò 3

1. Íàêîí ñðå¢èâà»à èçðàç
[(√

7
8
−
√

8
7

)
·
(√

4
5
−
√

5
4

)
·
√

70
]− 1

2

jåäíàê

jå:

À) 4; Á) 1; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 2; Ä) 1
4
; Í) íå çíàì.

2. Íàêîí ñðå¢èâà»à èçðàç 1
(a+b)2−a2−ab−2b2 ·

(
a2+ab
a+b
−
(
1
a

+ 1
b

)−1 − b :
(
a
b

+ 1
))
,

ab 6= 0 ∧ a2 6= b2 jåäíàê jå

À) 1
b
; Á) a+ b; Â) 1

a+b
; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) 1

a
;

Í) íå çíàì.

3. Êîåôèöèjåíò óç x16 ñòåïåíà áèíîìà
(
2x2 + 1

2
x
)11

jå:

À) 231; Á) 693; Â) 462; Ã) 262; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Í) íå çíàì.

4. Çáèð ðåøå»à jåäíà÷èíå 2 · 16x − 5 · 12x + 2 · 9x = 0 jå:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 0; Â) 2; Ã) 1
2
; Ä) −1

2
; Í) íå çíàì.

5. Àêî jå f
(
x+1
x+2

)
= (x+ 1)2, òàäà jå f(2) jåäíàêî:

À) 6; Á) 1; Â) 16; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) 4; Í) íå çíàì.

6. Áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå
√

2 cos4 x −
√

2 sin4 x = 1 íà èíòåðâàëó
[−π, π] jå:

À) 1; Á) 2; Â) 3; Ã) 4; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Í) íå çíàì.

7. Âðåäíîñò èçðàçà sin 7π
12

+ cos 7π
12

jå:

À) 3√
2
; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) 1√

2
; Ã) 1

2
; Ä) 1;

Í) íå çíàì.

8. Àêî jå äåâåòè ÷ëàí àðèòìåòè÷êå ïðîãðåñèjå çà 24 âå£è îä ïåòîã è
àêî jå çáèð äåâåòîã è ñåäìîã ÷ëàíà 86, òàäà jå ñåäàìíàåñòè ÷ëàí ïðîãðåñèjå
jåäíàê:

À) 103; Á) 99 ; Â) 89 ; Ã) 97; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Í) íå çíàì.

9. Ó jåäíîì îäå§å»ó èìà 3 ïóòà âèøå äå÷àêà îä äåâîj÷èöà. Ìå¢ó
äåâîj÷èöàìà jå 20% îäëè÷íèõ à ìå¢ó äå÷àöèìà 10%. Êîëèêî ïðîöåíàòà
îäëëè÷íèõ ¢àêà èìà ó öåëîì ðàçðåäó?

À) 17%; Á) 15%; Â) 17.5%; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) 12.5%;
Í) íå çíàì.
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10. Ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå log 1
3
(2x+ 3) ≥ log3(3x+ 2) jå èíòåðâàë

(a, b]. Òàäà jå 1
ab
jåäíàêî:

À) 3; Á) -3; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 1
3
; Ä) −1

3
;

Í) íå çíàì.

11. Äàò jå òðàïåç ABCD ñà ïðàâèì óãëîâèìà ó òåìåíèìà B è C, è
íåêà jå D1 ïîäíîæjå âèñèíå èç òåìåíà D. Àêî jå P4AD1D = 2, PABCD = 14
è DD1 = 4 òàäà je çáèð êâàäðàòà ñòðàíèöà jåäíàê:

À) 39; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) 53 ; Ã) 50 ; Ä) 47;
Í) íå çíàì.

12. Äàòà jå êîöêà ABCDA1B1C1D1 ó êîjó jå óïèñàíà ëîïòà à ó òó
ëîïòó jå óïèñàíà êîöêà EFGHE1F1G1H1. Îäíîñ AD1 : EF1 jå jåäíàê.

À) 4
√

3 : 1; Á) 2 : 1; Â)
√

3 : 1; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Ä) 3
√

3 : 1; Í) íå çíàì.

13. Äàòà ñó äâà êðóãà ïîëóïðå÷íèêà 8 cm êîjè ñå äîäèðójó. Êîëèêè jå
ïîëóïðå÷íèê êðóãà êîjè ñïî§à äîäèðójå 2 äàòà êðóãà è »èõîâó çàjåäíè÷êó
ñïî§àø»ó òàíãåíòó?

À) 4cm; Á) 3 cm; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 2 cm; Ä)
√

2cm;
Í) íå çíàì.

14. Jåäíà÷èíà 2x− 3 =
√

3x− 2:

À) íåìà ðåøå»à; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) èìà òà÷íî jåäíî
ðåøå»å; Ã) èìà äâà ïîçèòèâíà ðåøå»à; Ä) èìà äâà ðåøå»à îä êîjèõ
jå jåäíî ïîçèòèâíî; Í) íå çíàì.

15. Ïðîèçâîä öåëîáðîjíèõ âðåäíîñòè ïàðàìåòðàm òàêâèõ äà íåjåäíàêîñò
(m+ 1)x2 − 2(m+ 7)x− (m+ 7) > 0 âàæè çà ñâàêî x jå:

À) 30; Á) -120; Â) 840; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) 10;
Í) íå çíàì.

Ðåøå»å:

1. Ñâî¢å»åì íà çàjåäíè÷êå èìåíèîöå è äà§èì ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî
jåäíàêîñòè[(√

7
8
−
√

8
7

)
·
(√

4
5
−
√

5
4

)
·
√

70
]− 1

2

=

=
[(√

7√
8
−
√
8√
7

)
·
(√

4√
5
−
√
5√
4

)
·
√

70
]− 1

2
=
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=
[(√

72−
√
82√

8·
√
7

)
·
(√

42−
√
52√

4·
√
5

)
·
√

70
]− 1

2
=

=
[(

7−8√
56

)
·
(

4−5√
20

)
·
√

70
]− 1

2
=

=
[(

(−1)(−1))√
1120

)
·
√

70
]− 1

2
=

=
[(

1√
16

)]− 1
2

=
[
1
4

]− 1
2 = 2.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

2. Ñâî¢å»åì íà çàjåäíè÷êå èìåíèîöå è äà§èì ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî
jåäíàêîñòè

1
(a+b)2−a2−ab−2b2 ·

(
a2+ab
a+b
−
(
1
a

+ 1
b

)−1 − b :
(
a
b

+ 1
))

=

= 1
(a+b)2−a2−ab−2b2 ·

(
a2+ab
a+b
−
(
b+a
ab

)−1 − b : a+b
b

)
=

= 1
a2+2ab+b2−a2−ab−2b2 ·

(
a2+ab
a+b
− ab

a+b
− b · b

a+b

)
=

= 1
ab−b2 ·

(
a2+ab
a+b
− ab

a+b
− b · b

a+b

)
=

= 1
ab−b2 ·

(
a2+ab−ab−b2

a+b

)
=

= 1
ab−b2 ·

(
a2−b2
a+b

)
= (a+b)(a−b)

b(a−b)(a+b) = 1
b
,

àêî jå ab 6= 0 ∧ a2 6= b2.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.

3. Êîðèñòå£è �óòíîâó áèíîìíó ôîðìóëó(
2x2 +

1

2
x

)11

=
11∑
k=0

(
11

k

)(
2x2
)11−k · (1

2
x

)k
Îïøòè ÷ëàí jå îáëèêà(

11

k

)(
2x2
)11−k · (1

2
x

)k
=

(
11

k

)
211−kx22−2k · 2−k · xk =

(
11

k

)
211−2kx22−k.

Ñàäà òðåáà îäðåäèòè k èç óñëîâà çàäàòêà x16 = x22−k. Î÷èãëåäíî äà så k
äîáèjà ðåøàâà»åì jåäíà÷èíå 22− k = 16, îäàêëå ñëåäè äà jå k = 6. Àêî
k óâðñòèìî ó îïøòè ÷ëàí äîáèjàìî

(
11
6

)
211−2·6x22−6 =

(
11
6

)
2−1x16. Îäàòëå

ñëåäè äà jå êîåôèöèjåíò óç x16 jåäíàê
(
11
6

)
2−1 = 231 .

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä À.
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4. Jåäíà÷èíà 2 · 16x − 5 · 12x + 2 · 9x = 0 jå åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíè
2 · (42)

x − 5 · (3 · 4)x + 2 · (32)
x

= 0. Äå§å»åì jåäíà÷èíå ñà 32x äîáèjàìî

åêâèâàëåíòíó jåäíà÷èíó 2
(
4
3

)2x−5
(
4
3

)x
+2 = 0. Ñìåíîì

(
4
3

)x
= t äîáèjàìî

êâàäðàòíó jåäíà÷èíó 2t2−5t+2 = 0. Ðåøàâà»åì êâàäðàòíå jåäíà÷èíå äî-
áèjàìî äà jå t = 2 èëè t = 1

2
. Îäàòëå jå

(
4
3

)x
= 2 èëè

(
4
3

)x
= 1

2
. Ðåøàâà»åì

äàòèõ jåäíà÷èíà äîáèjàìî äà jå x = log 4
3

2 èëè x = log 4
3

1
2
. Îäàòëå ñëåäè

äà jå çáèð ðåøå»à ïîëàçíå jåäíà÷èíå 2 · 16x − 5 · 12x + 2 · 9x = 0 jåäíàê
log 4

3
2 + log 4

3

1
2

= log 4
3

2 · 1
2

= log 4
3

1 = 0.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

5. Àêî jå f
(
x+1
x+2

)
= (x+ 1)2, òàäà òðåáà îäðåäèòè çà êîjå x jå âðåäíîñò

àðãóìåíòà ôóíêöèjå jåäíàêà 2 øòî ïîñòèæåìî ðåøàâà»åì jåäíà÷èíå
x+1
x+2

= 2. Òà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà x+1
x+2
− 2 = 0 òj. x+1

x+2
− 2x+4

x+2
= 0.

Äà§èì ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî åêâèàëåíòíó jåäíà÷èíó −x−3
x+2

= 0 ÷èjå jå

ðåøå»å x = −3. Îäàâäå jå f(2) = f
(−3+1
−3+2

)
= (−3 + 1)2 = 4.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

6. Ïîëàçíà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà
√

2(cos4 x − sin4 x) = 1 òj.√
2(cos2 x− sin2 x)(cos2 x+sin2 x) = 1 îäàêëå ñëåäè

√
2(cos2 x− sin2 x) = 1.

Îâà jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà
√

2 cos 2x = 1 òj. cos 2x = 1√
2
÷èjà ñó

ðåøå»à 2x = ±π
4

+ 2kπ, k ∈ Z òj. ïîñëå äå§å»à ñà 2 x = ±π
8

+ kπ, k ∈ Z.
Íåïîñðåäíîì ïðîâåðîì ñå äîáèjà äà ñó íà èíòåðâàëó [−π, π] ñàìî ðåøå»à
π
8
, −π

8
, 7π

8
è −7π

8
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

7. Âðåäíîñò èçðàçà sin 7π
12

+ cos 7π
12

ìîæåìî èçðà÷óíàòè íà íåêîëèêî
íà÷èíà. Ïðâè íà÷èí jå äà 7π

12
çàïèøåìî êàî 3+4

12
π = π

4
+π

3
. Îäàòëå äîáèjàìî

äà jå

sin 7π
12

+ cos 7π
12

= sin
(
π
4

+ π
3

)
+ cos

(
π
4

+ π
3

)
=

= sin π
4

cos π
3

+ cos π
4

sin π
3

+ cos π
4

cos π
3
− sin π

4
sin π

3
=

=
√
2
2

1
2

+
√
2
2

√
3
2

+
√
2
2

1
2
−
√
2
2

√
3
2

= 2 ·
√
2
2

1
2

=
√
2
2

= 1√
2
.

Äðóãè íà÷èí jå äà èçðàç cos 7π
12

çàïèøåìî êàî sin
(
7π
12

+ π
2

)
= sin 13π

12
.

Êîðèñòå£è sinα + sin β = 2 sin α+β
2

cos α−β
2
, äîáèjàìî äà jå

sin 7π
12

+ cos 7π
12

= sin 7π
12

+ sin 13π
12

=
= 2 sin 10π

12
cos −6π

24
= 2 sin 5π

6
cos −π

4
=

= 2 sin 5π
6

cos π
4

= 2 sin 5π
6

√
2
2

=

=
√

2 sin 5π
6

=
√

2 sin(π
6
) =
√

21
2
.

193



Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

8. Àêî jå äåâåòè ÷ëàí àðèòìåòè÷êå ïðîãðåñèjå çà 24 âå£è îä ïåòîã òî
ìîæåìî çàïèñàòè êàî a9 = a5 + 24, òj. êàî a1 + 8d = a1 + 4d+ 24. Îäàâäå
äîáèjàìî äà jå 8d = 4d + 24 ⇔ 4d = 24 ⇔ d = 6. Àêî jå çáèð äåâåòîã è
ñåäìîã ÷ëàíà jåäíàê 86, îíäà òî ìîæåìî çàïèñàòè êàî a9+a7 = 86, òj. êàî
a1+8d+a1+6d = 86⇔ 2a1+14·6 = 86⇔ 2a1 = 86−84⇔ 2a1 = 2⇔ a1 = 1.
Ñåäàìíàåñòè ÷ëàí a17 = a1 + 16d = 1 + 16 · 6 = 97.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

9. Íåêà jå áðîj äå÷àêà ó ðàçðåäó x, à áðîj äåâîj÷èöà y, è íåêà jå
áðîj îäëè÷íèõ äå÷àêà x1, à áðîj îäëè÷íèõ äåâîj÷èöà y1. Òàäà èç óñëîâà
çàäàòêà âèäèìî äà jå x = 3y, x1 = 1

10
x è y1 = 1

5
y. Òðàæåíè ïðîöåíàò

îäðå¢ójåìî êàî
x1+y1
x+y
· 100 =

1
10
x+ 1

5
y

x+y
· 100 =

3
10
y+ 1

5
y

3y+y
· 100 =

5
10
y

4y
· 100 = 5

40
· 100 = 12, 5%.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.

10. Äà áè ñìî ðåøèëè íåjåäíà÷èíó ïðâî ìîðàìî äà ëîãàðèòìå ñâåäåìî
íà èñòå îñíîâå. Òàêî jå

log 1
3
(2x+ 3) ≥ log3(3x+ 2)⇔ − log3(2x+ 3) ≥ log3(3x+ 2).

Ïðåòõîäíà íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà log3(3x+2)+log3(2x+3) ≤ 0,
êîjà jå åâèâàëåíòíà íåjåäíà÷èíè (3x+ 2)(2x+ 3) ≤ 1 óç óñëîâå 3x+ 2 > 0
è 2x+ 3 > 0. Ïðâà íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà êâàäðàòíîj íåjåäíà÷èíè
6x2 + 13x + 5 ≤ 0 ÷èjè jå ñêóï ðåøå»à x ∈ [−5

3
,−1

2
]. Ðåøå»à äðóãå äâå

íåjåäíà÷èíå ñó, ðåäîì, x > −2
3
îäíîñíî x > −3

2
. Ïðåñåê ñêóïîâà äàjå

ðåøå»å íåjåäíà÷èíå x ∈
(
−2

3
,−1

2

]
. Îäàâäå jå a = −2

3
à b = −1

3
, îäàêëå

ñëåäè äà jå 1
ab

= 1
(− 2

3
)(− 1

2
)

= 1
1
3

= 3.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä A.

11. Èç ïîñòàâêå çàäàòêà èìàìî äà jå P4AD1D = 2 = a·h
2

= AD1·DD1

2
.

Îäàâäå jå AD1 = 4
DD1

= 4
4

= 1. Ñà äðóãå ñòðàíå ïîâðøèíà
PABCD = P4AD1D+PD1BCD. Äðóãè ñàáèðàê ïðåäñòàâ§à ïîâðøèíó ïðàâîó-
ãàîíèêà îäðå¢åíîã òåìåíèìà D1, B, C è D, è çà êîjó âàæè äà jå jåäíàêà
PD1BCD = PABCD − P4AD1D = 14 − 2 = 12. Ñà äðóãå ñòðàíå âàæè äà jå
PD1BCD = D1B ·BC = D1B ·DD1 îäàêëå ñëåäè 12 = D1B · 4 òj. 3 = D1B.
Êàêî jå AB = AD1 + D1B òî jå AB = 1 + 3 = 4 è CD = 3. Îñòàëî jå
jîø äà îäðåäèìî äóæèíó ñòðàíèöå AD êîjó îäðå¢ójåìî èç ÷è»åíèöå äà
îíà ïðåäñòàâ§à õèïîòåíóçó ïðàâîóãëîã òðîóãëà 4AD1D, ÷èjå ñó êàòåòå
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AD1 = 1 èDD1 = 4, ïà jå AD2 = AD2
1+DD2

1 = 1+16 = 17. Çáèð êâàäðàòà
ñòðàíèöà jåäíàê jå AB2 +BC2 + CD2 + AD2 = 42 + 42 + 32 + 17 = 58.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

12. Íà îñíîâó ïîñòàâêå çàäàòêà âèäèìî äà jå âåëèêà äèjàãîíàëà êîöêå
EFGHE1F1G1H1 çàïðàâî ñòðàíèöà êîöêå ABCDA1B1C1D1. Òî îíäà
çíà÷è äà jå AC : EG1 = AC : AC1 =

√
3AC1 : AC1 =

√
3. Íà îñíîâó

ñëè÷íîñòè òðîóãëîâà AB : EF =
√

3 : 1 è AA1 : FF1 =
√

3 : 1, ïà
çàê§ó÷ójåìî äà ñó òðîóãëîâè AA1D1 è EFF1 ñëè÷íè ïà âàæè äà jå
AD1 : EF1 =

√
3 : 1.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

13. Ñà ñëèêå (sl. 92) âèäèìî äà ìîæåìî äà ïîñìàòðàìî jåäíàêîêðàêè
òðîóãàî O1O2O3 êîjè ñïàjà öåíòðå êðóæíèöà k1 : (O1, 8), k2 : (O2, 8) è k1 :
(O3, r). Èç jåäíàêîêðàêîã òðîóãëà O1O2O3 äîáèjàìî äà jå h

2 = (8+r)2−82

îäíîñíî h2 = 16r + r2. À ïîøòî òðå£è êðóã äîäèðójå »èõîâó òàíãåíòó,
âàæè äà jå h+r = 8⇒ h = 8−r. Óâðøòàâà»åì ó ïðâó jåäíà÷èíó äîáèjàìî
äà jå (8− r)2 = 16r + r2 øòî jå åêâèâàëåíòíî 64− 16r + r2 = 16r + r2 òj.
32r = 64. Îäàòëå jå ðåøå»å r = 2.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

O1 O2. .

.
O3

8 8

88
r
r
r

h

8

h8
+
r

8
+
r

8 8

Ñë. 92:

14. Çàäàòàê ìîæåìî ðåøèòè òàêî øòî êâàäðèðàìî ëåâó è äåñíó
ñòðàíó è ïðîâåðèìî êîjà ðåøå»à äîáèjåíå êâàäðàòíå jåäíà÷èíå çàäîâî§àâàjó
ïîëàçíó jåäíà÷èíó.

(2x−3)2 = 3x−2⇔ 4x2−12x+9 = 3x−2⇔ 4x2−15x+11 = 0.

Ðåøå»à êâàäðàòíå jåäíà÷èíå ñó 1 è 11
4
.Íåïîñðåäíîì ïðîâåðîì îäáàöójåìî

ïðâî ðåøå»å.
Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Â.

15. Äà áè íåjåäíàêîñò âàæèëà çà ñâàêî x íåîïõîäíî jå äà êîåôèöèjåíò
óç x2 áóäå ïîçèòèâàí è äà äèñêðèìèíàíòà D áóäå íåãàòèâíà, òj. ìîðà äà
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âàæè m+ 1 > 0 è D = b2−4ac = 4(m+ 7)2 + 4(m+ 1)(m+ 7) < 0, îäíîñíî
m > −1 è 4m2 + 56m + 196 + 4m2 + 32m + 28 < 0. Äðóãà íåjåäíà÷èíà
jå åêâèâàëåíòíà íåjåäíà÷èíè 8m2 + 88m + 224 < 0 ⇔ m2 + 11m + 28 <
0. Ðåøå»à äîáèjåíå íåjåäíà÷èíå ñó m ∈ (−7,−4). Ìå¢óòèì èç ïðâå
íåjåäíà÷èíå èìàìî äà jå m > −1, ïà jå äîáèjåíè ñêóï ðåøå»à »èõîâ
ïðåñåê çàðàâî ïðàçàí ñêóï.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.
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Ïðèjåìíè èñïèò 2015 - òåñò 4

1. Íàêîí ñðå¢èâà»à èçðàç
[
1
2

((
1
3

)2 − 1
33

)]− 1
3 −

[
1
22
−
(
1
2

)3]− 1
3
jåäíàê jå:

À) 2; Á) 3; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 1; Ä) 5
24
; Í) íå çíàì.

2. Íàêîí ñðå¢èâà»à èçðàç (a+b)3−a(a2+2ab+b2)
(a+b)(a−b)+2(ab+b2)

+ 2b
(a+b)2−a2−b2 ,

a+ b 6= 0 ∧ b 6= 0 jåäíàê jå:

À) a+ b; Á) 1
a

+ b; Â) 1
a+b

; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) 1
a
;

Í) íå çíàì.

3. Ó ðàçâîjó ñòåïåíà áèíîìà
(

5
√

3− 3
√

5
)2015

áðîj ÷ëàíîâà êîjè ñó
ðàöèîíàëíè jå

À) 135; Á) 134; Â) 402; Ã) 403; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Í) íå çíàì.

4. Çáèð ðåøå»à jåäíà÷èíå 10 · 25x − 25 · 10x + 10 · 4x = 0

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 2; Â) 1
2
; Ã) −2; Ä) 3; Í) íå çíàì.

5. Àêî jå f(4x+ 1) = x êîëèêî jå f(f(x))?

À) x−5
16
; Á) x−10

16
; Â) x−20

16
; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) x+4

16
;

Í) íå çíàì.

6. Áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå cos 3x = cosx íà èíòåðâàëó [−π, π) jå:

À) 5; Á) 3; Â) 1; Ã) 4; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Í) íå çíàì.

7. Ðàñòó£à àðèòìåòè÷êà è ãåîìåòðèjñêà ïðîãðåñèjà èìàjó èñòå ïðâå
è äðóãå ÷ëàíîâå. Àêî jå òðå£è ÷ëàí ãåîìåòðèjñêå ïðîãðåñèjå 18 à òðå£è
÷ëàí àðèòìåòè÷êå ïðîãðåñèjå 10, êîëèêè jå çáèð ïðâà äâà ÷ëàíà àðèòìåòè÷êå
ïðîãðåñèjå?

À) 80; Á) 8; Â) 16; Ã) 32; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Í) íå çíàì.

8. Ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå çà cos 2x > sinx íà èíòåðâàëó
[
π
2
, 5π

2

]
jå:

À)
(
5π
6
, 13π

6

)
; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â)

(
π
2
, 5π

6

)
∪
(
13π
6
, 5π

2

)
;

Ã)
(
13π
6
, 5π

2

)
; Ä)

(
5π
6
, 3π

2

)
∪
(
3π
2
, 13π

6

)
; Í) íå çíàì.

9. Öåíà ÷àðàïà ïîðàñëà jå çà 100%, ïà íàêîí òîãà çà 50%, à íàêîí
òîãà, çà jîø 25% è íàêîí òîãà ñå ñìà»èëà çà 20% ïîñëå ÷åãà ñó êîøòàëå
192 äèíàðà. Êîëèêè jå çáèð íàjâèøå è íàjíèæå öåíå ÷àðàïà?

À) 256; Á) 368 ; Â) 320; Ã) 304; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Í) íå çíàì.
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10. Âðåäíîñò èçðàçà 4− log14 2− 1
2

log14 49 + log 1
3

27 jå jåäíàêà:

À) 0; Á) 1; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 2
7
; Ä) −2

7
; Í) íå çíàì.

11. Äâà êðóãà ñà öåíòðèìà ó òà÷êàìà O1 è O2 è ïîëóïðå÷íèöèìà 3
è 4 äå äîäèðójó. �èõîâà çàjåäíè÷êà ñïî§àø»à òàíãåíòà èõ äîäèðójå ó
òà÷êàìà A è B. Ïîâðøèíà ÷åòâîðîóãëà O1O2BA jå:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 16
√

3; Â) 10
√

3; Ã) 7
√

3; Ä) 14
√

3
; Í) íå çíàì.

12. Ó ïðàâó êóïó çàïðåìèíå 12π è ïîâðøèíå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà 32
óïèñàí jå âà§àê çàïðåìèíå 16π

3
.Îäíîñ âèñèíà êóïå è âà§êà jå:

À)
√

3 : 1; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) 2:1 ; Ã) 3:1; Ä)
√

6 : 1;
Í) íå çíàì.

13. Çáèð ñëîáîäíèõ êîåôèöèjåíàòà òàíãåíàòà íà êðóæíèöó
(x− 2)2 + (y − 3)2 = 4 êîjå ñó íîðìàëíå íà ïðàâó x+ y − 17 = 0 jå:

À) 2 − 4
√

2; Á) 2; Â) 1 − 2
√

2; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä)
1 + 2

√
2; Í) íå çíàì.

14. Ñêóï ðåøå»à íåjåäíà÷èíå (x+2)2−1
2x+3

≥ 1 jå ïîäñêóï îä:

À) [−2,−1]∪[0,+∞); Á)
[
−3,−3

2

]
∪(0,+∞) ; Â)[−3,−2]∪(−1,+∞);

Ã) [−3,−1] ∪ (0,+∞); Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Í) íå çíàì.
15. Çáèð öåëîáðîjíèõ ðåøå»à íåjåäíà÷èíå ||x− 2| − 3| < 1 jå:
À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 8; Â) 4 Ã) 5; Ä) 6; Í) íå çíàì.

Ðåøå»å:

1. Ñâî¢å»åì íà çàjåäíè÷êå èìåíîöå è äà§èì ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî[
1
2

((
1
3

)2 − 1
33

)]− 1
3 −

[
1
22
−
(
1
2

)3]− 1
3

=

=
[
1
2

(
1
32
− 1

33

)]− 1
3 −

[
1
22
− 1

23

]− 1
3 =

=
[
1
2

(
3−1
33

)]− 1
3 −

[
2−1
23

]− 1
3 =

=
[
1
2
· 2
33

]− 1
3 −

[
1
23

]− 1
3 =

[
1
33

]− 1
3 −

[
1
23

]− 1
3 = 3− 2 = 1.

Òà÷àí îäãîâîð je ïîä Ã.

2. Ñðå¢èâà»åì èìåíèîöà è áðîjèîöà îáà ñàáèðêà äîáèjàìî

(a+b)3−a(a2+2ab+b2)
(a+b)(a−b)+2(ab+b2)

+ 2b
(a+b)2−a2−b2 =

= a3+3a2b+3ab2+b3−a3−2a2b−ab2
a2−b2+2ab+2b2

+ 2b
a2+2ab+b2−a2−b2 =
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= a2b+2ab2+b3

a2+b2+2ab
+ 2b

2ab
= b(a2+2ab+b2)

a2+b2+2ab
+ 2b

2ab
= b+ 1

a
,

àêî jå a+ b 6= 0 è b 6= 0.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

3. Êîðèñòå£è �óòíîâó áèíîìíó ôîðìóëó

(
5
√

3− 3
√

5
)2015

=
2015∑
i=0

(
2015

i

)(
5
√

3
)2015−i

·
(
− 3
√

5
)i
,

äîáèjàìî äà jå îïøòè ÷ëàí(
2015
i

) (
3

1
5

)2015−i
·
(
−5

1
3

)i
=
(
2015
i

)
3

2015−i
5 ·(−5)

i
3 =

(
2015
i

)
3503− i

5 ·(−5)
i
3 .

Äà áè îïøòè ÷ëàí áèî ðàöèîíàëàí íåîïõîäíî jå äà i áóäå äå§èâî è
ñà 3 è ñà 5. Áóäó£è äà ñó 3 è 5 óçàjàìíî ïðîñòè áðîjåâè, i ìîðà äà áóäå
äå§èâî ñà 15. Áðîjåâè êîjè ñó äå§èâè ñà 15 ñó 0, 15, 30, 45, ... , 1995, 2010.
Êîëèêî áðîjåâà èìà, çàê§ó÷ójåìî èç ÷è»åíèöå äà jå 2015

15
= 134, 3333... ,

ïà je 2010 = 134 · 15, íà îñíîâó ÷åãà çàê§ó÷ójåìî äà áðîjåâà èìà 135 çàòî
øòî óçèìàìî ó îáçèð è i = 0.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä A.

4. Ïîäåëèìî jåäíà÷èíó ñà 4x è äîáè£åìî 10 · 25x
4x
− 25 · 10x

4x
+ 10 = 0

êîjà jå åêâèâàëåíòíà 10 ·
[(

5
2

)2]x− 25 ·
(
10
4

)x
+ 10 = 0 òj. 10 ·

[(
5
2

)2]x− 25 ·(
5
2

)x
+ 10 = 0. Óâî¢å»åì ñìåíå

(
5
2

)x
= t äîáèjàìî êâàäðàòíó jåäíà÷èíó

10t2 − 25t + 10 = 0 ÷èjà ñó ðåøå»à t = 2 è t = 1
2
. Àêî âðàòèìî ñìåíó

äîáèjàìî jåäíà÷èíå
(
5
2

)x
= 2 è

(
5
2

)x
= 1

2
÷èjà ñó ðåøå»à x = log 5

2
2 è

x = log 5
2

1
2
. Çáèð ðåøå»à jå log 5

2
2+ log 5

2

1
2

= log 5
2

2+ log 5
2

2−1 = 0.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä A.

5. Àêî jå f(4x+1) = x ìîæåìî äà óâåäåìî ñìåíó 4x+1 = t. Ïðåòõîäíà
jåäíàêîñò jå åêâèâàëåíòíà x = t−1

4
è òàäà jå f(t) = t−1

4
. Îäàâäå âàæè äà

jå f(f(t)) = f( t−1
4

) =
t−1
4
−1

4
=

t−1
4
− 4

4

4
=

t−5
4

4
= t−5

16
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä A.

6. Çàäàòàê ìîæåìî ðåøèòè íà íåêîëèêî íà÷èíà. Jåäàí íà÷èí jå
ãåîìåòðèjñêè, à ìè £åìî çàäàòàê ðåøèòè êîðèñòå£è òðèãîíîìåòðèjñêå
jåäíàêîñòè,
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cos 3x− cosx = 0 ⇔ −2 sin
3x+ x

2
sin

3x− x
2

= 0⇔
⇔ 2 sin 2x sinx = 0⇔ 2 · 2 sinx cosx sinx = 0⇔
⇔ cosx(4 sin2 x) = 0⇔

[
cosx = 0 ∨ 4 sin2 x = 0

]
⇔

⇔
[
cosx = 0 ∨ sin2 x = 0

]
⇔ [cosx = 0 ∨ sinx = 0] .

Íà èíòåðâàëó [−π, π) jåäíà÷èíà cosx = 0 èìà ðåøå»à çà x = π
2
è

x = −π
2
, à jåäíà÷èíà sinx = 0 èìà ðåøå»à ó x = −π è x = 0.

Ta÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

7. Ïðåìà ïîñòàâöè çàäàòêà a1 = b1, a2 = b2, òðå£è ÷ëàí àðèòìåòè÷êå
ïðîãðåñèjå jå a3 = 10, à òðå£è ÷ëàí ãåîìåòðèjñêå ïðîãðåñèjå jå b3 = 18.
Êàêî jå a3 = a1 +2d = 10 îäàêëå jå a1 +2(a2−a1) = 10 òj. −a1 +2a2 = 10 i

b3 = b1q
2 = a1q

2 = a1 ·
(
a2
a1

)2
=

a22
a1

= 18. Îäàâäå äîáèjàìî ñèñòåì jåäíà÷èíà

{
−a1 + 2a2 = 10
a22 = 18a1

⇔
{
−a1 + 2a2 = 10
a22 = 18(2a2 − 10)

⇔
{

−a1 + 2a2 = 10
a22 − 36a2 + 180 = 0

.

Ðåøàâàjó£è äðóãó jåäíà÷èíó äîáèjàìî ðåøå»à a2 = 6 è a2 = 30. Óâð-
øòàâà»åì ó ïðâó jåäíà÷èíó äîáèjàìî äà jå a1 = 2 îäíîñíî a1 = 50. Tèìå
ñìî äîáèëè äâà ðåøå»à a1 = 2, a2 = 6 è a1 = 50, a2 = 30, ïðè ÷åìó
îäáàöójåìî äðóãî çàòî øòî jå ó ïîñòàâöè çàäàòêà áèëî òðàæåíî äà jå
àðòèìåòè÷êè íèç ðàñòó£. Îäàòëå jå çáèð ïðâà äâà ÷ëàíà àðèòìåòè÷êå
ïðîãðåñèjå jåäíàê 8.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Á.

8. Ïîëàçíà íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà cos2 x − sin2 x > sinx òj.
1 − sin2 x − sin2 x > sinx, îäàêëå äîáèjàìî 1 − 2 sin2 x > sinx òj.
0 > 2 sin2 x + sinx − 1. Óâî¢å»åì ñìåíå sinx = t äîáèjàìî êâàäðàòíó
íåjåäíà÷èíó 2t2 + t − 1 < 0 ÷èjè jå ñêóï ðåøå»à −1 < t < 1

2
. Âðà£à»åì

ñìåíå äîáèjàìî −1 < sinx < 1
2
. Ðåøå»å äîáèjåíå íåjåäíà÷èíå jå(

5π
6

+ 2kπ, 3π
2

+ 2kπ
)
∪
(
3π
2

+ 2kπ, 13π
6

+ 2kπ
)
.

Ó ïðåñåêó äîáèjåíîã ðåøå»à ñà óñëîâîì çàäàòêà
[
π
2
, 5π

2

]
äîáèjàìî äà

jå x ∈
(
5π
6
, 3π

2

)
∪
(
3π
2
, 13π

6

)
.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.
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9. Íåêà jå ïî÷åòíà öåíà ÷àðàïà x. Íàêîí ïðâîã ïîñêóï§å»à öåíà jå
x + 100

100
x = 2x, íàêîí äðóãîã ïîñêóï§å»à öåíà jå 2x + 50

100
2x = 3x, íàêîí

òðå£åã ïîñêóï§å»à jå 3x+ 25
100

3x = 3, 75x. Íàêîí ïîjåôòè»å»à äîáèjàìî
äà jå 3, 75x− 20

100
3, 75x = 3, 75x−0, 75x = 3x = 192. Îäàòëå çàê§ó÷ójåìî äà

jå ïî÷åòíà öåíà x = 192
3

= 64 êîjà jå è íàjíèæà à íàjâèøà jå 3, 75·64 = 240.
Çáèð íàjâèøå è íàjíèæå jå 304.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ã.

10. Ñðå¢èâà»åì èçðàçà äîáèjàìî

4− log14 2− 1
2

log14 49 + log 1
3

27 =

= 4− log14 2− log14 49
1
2 + log 1

3

(
1
3

)−3
=

= 4− log14 2− log14 7− 3 =
= 4− log14 14− 3 = 4− 1− 3 = 0.

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä A.

11. Ñà ñëèêå 93 âèäèìî äà òà÷êå O1, O2, B, A îáðàçójó òðàïåç. Äà
áè ñìî îäðåäèëè ïîâðøèíó òðàïåçà íåîïõîäíî jå äà ïðîíà¢åìî âèñèíó.
Âèñèíó ïðîíàëàçèìî èç ÷è»åíèöå äà jå òðîóãàî O1CO2 ïðàâîóãëè è äà
jå CO2 = 1 ìîæåìî ïðèìåíèòè Ïèòàãîðèíó òåîðåìó

h = O1C =
√

(O1O2)
2 − (CO2)

2 =
√

72 − 12 = 4
√

3.

Ïîøòî ñìî èçðà÷óíàëè âèñèíó, ìîæåìî èçðà÷óíàòè è ïîâðøèíó êàî
P = BO2+AO1

2
· h = 4+3

2
· 4
√

3 = 14
√

3.

.
.

O2

O1

AB

O1 A

BO2 C

3

31

7

Ñë. 93:

Òà÷àí îäãîâîð jå ïîä Ä.
12. Çàïðåìèíà êóïå jå V = 1

3
r2π ·H = 12π ïà jå r2H = 36. Ïîâðøèíà

ïîïðå÷íîã ïðåñåêà êóïå jå P = r ·H = 32. Àêî ïîäåëèìî ïðâó jåäíà÷èíó
äðóãîì äîáè£åìî äà jå r2H

rH
= 36

32
⇔ r = 9

8
⇒ H = 32 · 8

9
= 256

9
. Aêî
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ïîñìàòðàìî ïîïðå÷íè ïðåñåê êóïå è óïèñàíîã âà§êà (ñë. 94) âèäèìî
äà âàæè ñëè÷íîñò òðîóãëîâà ABC è EDC è äà jå H = AB, BD = r1,
BC = r, ED = H1 ãäå ñó r1 è H1 ïîëóïðå÷íèê îñíîâå è âèñèíà óïèñíîã
âà§êà, a r è H ïîëóïðå÷èíê îñíîâå è âèñèíà êóïå. Çáîã ñëè÷íîñòè
òðîóãëîâà âàæè äà jå H : H1 = r : (r − r1). Êàêî jå çàïðåìèíà óïèñàíîã
âà§êà 16π

3
= r21πH1, òî jå r21H1 = 16

3
, òj. H1 = 16

3r21
. Àêî òî çàìåíèìî ó

ïðîïîðöèjó äîáèjàìî
256
9
16

3r21

=
9
8

9
8
−r1

. Îäàòëå 128r31 − 144r21 + 27 = 0. Ðåøå»à

êóáíå jåäíà÷èíå òðàæèìî ïðèìåíîì Âèjåòîâèõ ôîðìóëà. êàíäèäàòè çà
íóëó ñó äåëèîöè 27

128
, ïà ëàêî ïðîíàëàçèìî äà ñó íóëå ïîëèíîìà 3

4
è −3

8
.

Äðóãî ðåøå»å îäáàöójåìî, ïà jå H
H1

=
9
8

9
8
− 3

4

=
9
8

9
8
− 6

8

=
9
8
3
8

= 3
1
.

A

B C

E

D

Ñë. 94:

Òà÷íî ðåøå»å jå ïîä Ã.

13. Íàïèøèìî ïðâî jåäíà÷èíó íîðìàëå íà ïðàâó x+y−17 = 0. Òðåáà
îäðåäèòè ïàðàìåòàð n ó jåäíà÷èíè íîðìàëå y = x + n òàêî äà íîðìàëà
äîäèðójå êðóæíèöó. Óñëîâ äà ïðàâà y = kx+ n áóäå òàíãåíòà êðóæíèöå
(x− p)2 + (y − q)2 = r2 jå r2(1 + k2) = (kp− q + n)2. Îäàòëå äîáèjàìî äà
jå 4(1 + 1) = (1 · 2− 3 + n)2 ⇔ 8 = (n− 1)2 ⇔ n1,2 = ±2

√
2 + 1. Îäàâäå jå

n1 + n2 = 2.
Òà÷íî ðåøå»å jå ïîä Á.

14. Ïîëàçíà íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà x2+4x+4−1
2x+3

− 2x+3
2x+3

≥ 0 òj.
x2+2x
2x+3

≥ 0. Ïðåòõîäíó íåjåäíà÷èíó ìîæåìî çàïèñàòè êàî x(x+2)

2(x+ 3
2
)
≥ 0. Ñêóï

ðåøå»à äîáèjåíå íåjåäíà÷èíå jå [−2,−3
2
) ∪ [0,+∞).
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Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä À.

15. Ïîëàçíà íåjåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà −1 < |x − 2| − 3 < 1 òj.
2 < |x− 2| < 4. Èç ïðåòõîäíîã äîáèjàìî 2 < x− 2 < 4∨−4 < x− 2 < −2
øòî jå åêâèâàëåíòíî 4 < x < 6 ∨ 0 > x > −2. Îäàâäå ñëåäè äà ñó
öåëîáðîjíà ðåøå»à 5 è −1 à »èõîâ çáèð 4.

Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä Â.
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Ïðèjåìíè èñïèò 2015 - òåñò 5

1. Âðåäíîñò èçðàçà

[(
3− 3

7

)−1
: 1
3

+ 2

3·
√

(−2)2

]−0.5
·
[(

2
5

)−2 − 0.25
] 1

2
jå:

À)
√
6
5
; Á) 5√

6
; Â) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ã) 1; Ä)

√
2
3
;

Í) íå çíàì.

2. Çà ðåàëíå áðîjåâå a è b , òàêâå äà jå |a| 6= |b| è ab 6= 0, âðåäíîñò

èçðàçà
(
1
a

+ 1
b

)−1
: ab
a3+b3

+
(
1
a
− 1

b

)−1 · (a−b) èíäåíòè÷êè jå jåäíàêà èçðàçó:
À) (b− a)2; Á) a2 + b2; Â) a+b

ab
; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Ä) ; Í) íå çíàì.

3. Çáèð ñâèõ öåëîáðîjíèõ ðåøå»à íåjåäíà÷èíå 2x2−1
x2−4x−5 ≤ 1 jå:

À) 10; Á) 12; Â) 14; Ã) 13; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Í) íå çíàì.

4. Çáèð ïðâîã è äðóãîã ÷ëàíà ðàñòó£å ãåîìåòðèjñêå ïðîãðåñèjå jå
äåâåò ïóòà ìà»è îä çáèðà òðå£åã è ÷åòâðòîã ÷ëàíà. Àêî jå ïðâè ÷ëàí
òå ïðîãðåñèjå jåäíàê 3−2015, îíäà jå 2015−òè ÷ëàí òå ïðîãðåñèjå jåäíàê:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 3; Â) 1
3
; Ã) 1; Ä) 1

27
; Í) íå çíàì.

5. Ïðîèçâîä ñâèõ öåëîáðîjíèõ ðåøå»à íåjåäíà÷èíå
log 1√

2
(x− 3) > log 1

2
(x+ 3) jå:

À) 24; Á) 120; Â) 60; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) 20;
Í) íå çíàì.

6. Ïðîèçâîä ñâèõ ðåàëíèõ ðåøå»à jåäíà÷èíå 5x
2−3x

2−1 = 3x
2+1−5x

2−1

jå:

À) −1; Á) −
√

2; Â) −
√

3; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä)
√

2;
Í) íå çíàì.

7. Äóæèíà îñíîâèöåAB jåäíàêîêðàêîã òðîóãëàABC jåäíàêà jå 2
√

3cm,
à óãàî íà îñíîâèöè jåäíàê jå 30. Ó òðîóãàî jå óïèñàí ïðàâîóãàîíèê
MNPQ ìàêñèìàëíå ïîâðøèíå òàêî äà M,N ∈ AB. Ïîâðøèíà òîã
ïðàâîóãàîíèêà (ó cm2) jå:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á)
√
3
2
; Â) 3

√
3

2
; Ã)

√
3
3
; Ä)

√
3
6
;

Í) íå çíàì.

8. Âðåäíîñò ðåàëíîã ïàðàìåòðà b çà êîjó ðåøå»à x1 è x2 jåäíà÷èíå
x2 − x+ b2 − 1 = 0 çàäîâî§àâàjó óñëîâ x31 + x32 = 4 íèjå åëåìåíò ñêóïà:
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À) {−1, 0, 1}; Á) {−1, 1, 2} ; Â) {0, 1, 2}; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Ä) {−1, 0, 2}; Í) íå çíàì.

9. Çàïðåìèíà ïðàâèëíå ÷åòâîðîñòðàíå ïèðàìèäå ÷èjà jå îñíîâíà èâèöà
jå 8cm, à âèñèíà çà 1cm êðà£à îä âèñèíå áî÷íå ñòðàíå, (ó cm3) jå:

À) 480; Á) 320; Â) 160; Ã) 240; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;
Í) íå çíàì.

10. Äàòà jå jåäíà÷èíà sin 5x − sinx + 3 cos 3x = 0. Çáèð êâàäðàòà
íàjìà»åã ïîçèòèâíîã è íàjâå£åã íåãàòèâíîã ðeøå»à òå jåäíà÷èíå jå:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 2π2

9
; Â) π2

18
; Ã) 5π2

18
; Ä) 13π2

16
;

Í) íå çíàì.

11. Âðåäíîñò èçðàçà 6 sin 325·sin 305
cos 380

jå:

À) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Á) 3; Â) 3
√

3; Ã) 6; Ä) 1;
Í) íå çíàì.

12. Äàòå ñó òà÷êå A(7,−1), B(2, 3) è ïðàâà p : 4x+ y = 1. Jåäíà÷èíà
ïðàâå êîjà ñàäðæè ñðåäèøòå äóæè AB è ïàðàëåëíà jå ñà p jå:

À) 4x+ y = 11; Á) 4x+ y = 27; Â) 8x+ 2y = 11;
Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) 4x+ y = 19; Í) íå çíàì.

13. Çáèð ñâèõ âðåäíîñòè a ∈ R çà êîjå ïðàâà x − y + 3 = 0 äîäèðójå
êðóæíèöó x2 + y2 − 2x− 2ay − 13 = 0 jåäíàê jå:

À) −8; Á) −4; Â) 4; Ã) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Ä) 8;
Í) íå çíàì.

14. Àêî jå f
(
x+2
x−1

)
= 2x+1

x+2
,ãäå x ∈ R \ {−2, 1},îíäà jå f(x− 1) jåäíàêî:

À) x−1
x+2

; Á) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí; Â) x+2
x−1 ; Ã) x

x−1 ; Ä) 1
(x−1)(x+2)

;

Í) íå çíàì.

15. Àêî jå z =
(

1−i√
2

)11
, ãäå jå i2 = −1, îíäà jå âðåäíîñò èçðàçà z + z

jåäíàêà:

À) −
√

2; Á) 1√
2
; Â) 0; Ã) −

√
2
2
; Ä) îäãîâîð íèjå ïîíó¢åí;

Í) íå çíàì.

Ðåøå»å:

1. Ñâî¢å»åì íà çàjåäíè÷êå èìåíèîöå è äà§èì ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî
jåäíàêîñòè
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[(
3− 3

7

)−1
: 1
3

+ 2

3·
√

(−2)2

]−0.5
·
[(

2
5

)−2 − 0.25
] 1

2
=

=
[(

18
7

)−1 · 3 + 2
3·2

]−0.5
·
[
25
4
− 1

4

] 1
2 =

=
[

7
18
· 3 + 1

3

]−0.5 · √6 =
[
7
6

+ 2
6

]−0.5 · √6 =
√

6
9
·
√

6 = 2.

Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä Â.

2. Ñâî¢å»åì íà çàjåäíè÷êå èìåíèîöå è äà§èì ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî
jåäíàêîñòè(

1
a

+ 1
b

)−1
: ab
a3+b3

+
(
1
a
− 1

b

)−1 · (a− b) =

=
(
b+a
ab

)−1 · (a+b)(a2−ab+b2)
ab

+
(
b−a
ab

)−1 · (a− b) =

= ab
a+b
· (a+b)(a

2−ab+b2)
ab

+ ab
b−a · (a− b) =

= a2 − ab+ b2 − ab = (a− b)2.

Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä À.

3. Èç ïîëàçíå íåjåäíà÷èíå âàæè 2x2−1
x2−4x−5 − 1 ≤ 0 òj. 2x2−1−x2+4x+5

x2−4x−5 ≤ 0

îäàêëå äîáèjàìî äà jå x2+4x+4
x2−4x−5 ≤ 0. Ïîøòî jå x2 + 4x + 4 ≥ 0 îíäà ìîðà

x = −2 ∨ x2− 4x− 5 < 0 îäàêëå jå x ∈ {−2} ∪ (−1, 5). Çáèð öåëîáðîjíèõ
ðåøå»à jå −2 + 0 + 1 + 2 + 3 + 4 = 8.

Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä Ä.

4. Èç ïîñòàâêå çàäàòêà âàæè äà jå 9(a1 + a2) = a3 + a4. Çàìåíîì
äîáèjàìî 9a1(1 + q) = a1q

2(1 + q), à íàêîí ñêðà£èâà»à q2 = 9, êàêî ñå
ðàäè î ðàñòó£åì ãåîìåòðèjñêîì íèçó èìàìî äà jå q = 3. Òàäà jå a2015 =
a1 · q2014 = 3−2015 · 32014 = 1

3
.

Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä Â.

5. Óñëîâè çàäàòêà ñó x − 3 > 0 è x + 3 > 0 ïà jå x > 3. Ñðå¢èâà»åì
íåjåäíà÷èíå äîáèjàìî log

2−
1
2
(x − 3) > log2−1(x + 3), îäíîñíî âàæè äà jå

−2 log2(x−3) > − log2(x+3), ïà jå log2(x−3)2 < log2(x+3). Èç ïðåòõîäíîã
ìîðà äà âàæè äà jå (x−3)2 < x+3 òj. x2−7x+6 < 0. Ðåøå»à ïðåòõîäíå
íåjåäíà÷èíå ñó x ∈ (1, 6). Êàäà äîäàìî óñëîâ çàäàòêà äîáèjàìî ðåøå»å
x ∈ (3, 6). Ïðîèçâîä öåëîáðîjíèõ ðåøå»à jå 4 · 5 = 20.

Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä Ä.

6. Ñðå¢èâà»åì èçðàçà äîáèjàìî äà âàæå åêâèâàëåíöèjå

5x
2 − 3x

2−1 = 3x
2+1 − 5x

2−1 ⇔
⇔ 5x

2
+ 1

5
· 5x2 = 3 · 3x2 + 1

3
· 3x2 ⇔
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⇔ 6
5
· 5x2 = 10

3
· 3x2 ⇔

⇔
(
5
3

)x2
= 25

9
⇔

⇔ x2 = 2⇔ x = ±
√

2,

ïà jå ïðîèçâîä ðåàëíèõ ðåøå»à jåäíàê −
√

2 ·
√

2 = −2.
Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä Ã.

7. Âèñèíà òðîóãëà jå 1 jåð jå óãàî íà îñíîâèöè 30◦ (òðîóãàî ACD (ñë.
95) jå ïîëà jåäíàêîñòðàíè÷íîã òðîóãëà âèñèíå AD =

√
3). Èç ñëè÷íîñòè

òðîóãëà èìàìî AB
CD

= QP
CE

ïà jå MN = QP = 2
√

3 · CE = 2
√

3 · (1 − x),
íåêà jå MQ = x.

Ïîâðøèíà ïðàâîóãàîíèêà jå

P = MN ·MQ = 2
√

3 · (1−x)x = 2
√

3(x−x2) = 2
√

3(1
4
− (x− 1

2
)2).

Èç ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå jå PMAX =
√
3
2
êàäà jå x = 1

2
(òåìå ïàðàáîëå).

Ñë. 95:

Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä Á.

8. Ïî Âèjåòîâèì ôîðìóëàìà èìàìî x1 + x2 = 1 è x1 · x2 = b2 − 1.
Òðàæèìî äà jå x31 +x32 = 4, îäíîñíî äà jå (x1 +x2)(x

2
1−x1 ·x2 +x22) = 4, tj.

(x1+x2)((x1+x2)
2−3x1 ·x2) = 4 ïà çàìåíîì äîáèjàìî 1 ·(1−3(b2−1)) = 4

è äîáèjàìî äà jå b = 0.
Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä Á.

9. Ïî çàäàòêó (ñë. 96) èìàìî ha = H + 1, ïà ïî Ïèòàãîðèíîj òåîðåìè

äîáèjàìî h2a =
(
a
2

)2
+H2, îäíîñíî H2 + 2H + 1 = 16 +H2 ïà jå H = 15

2
cm.

Çàïðåìèíà jå V = 1
3
H ·B = 1

3
· 15

2
· 64 = 160 cm3.

Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä Â.

10. Ïðåòâàðà»åì ðàçëèêå ñèíóñà ó ïðîèçâîä äîáèjàìî äà âàæè jåäíàêîñò
2 sin 2x · cos 3x+ 3 cos 3x = 0, ïà jå cos 3x · (2 sin 2x+ 3) = 0. Îäàâäå ìîðà
cos 3x = 0, jåð jå óâåê 2 sin 2x + 3 ≥ 1, ïà jå 3x = π

2
+ kπ, k ∈ Z, îäíîñíî

x = π
6

+ kπ
3
. Òàäà jå òðàæåíè çáèð jåäíàê

(
π
6

)2
+
(
−π

6

)2
= π2

18
.

Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä Â.
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.

Ñë. 96:

11. Ñâî¢å»åì óãëîâà íà óãëîâå èç ïðâîã êâàäðàíòà äîáèjàìî jåäíàêîñòè

6 sin 325·sin 305
cos 380

= 6 sin(360−35)·sin(270+35)
cos(360+20)

=

= 6(− sin 35)·(− cos 35)
cos 20

= 3 sin 70
cos(90−70) = 3 sin 70

sin 70
= 3.

Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä Á.

12. Êîîðäèíàòå ñðåäèøòà S äóæè AB äîáèjàìî èç ôîðìóëà ïî êîjèìà
jå xS = xA+xB

2
= 7+2

2
= 9

2
, yS = yA+yB

2
= −1+3

2
= 1, ïà jå S(9

2
, 1). Ñâå ïðàâå

ïàðàëåëíå ïðàâîj p èìàjó jåäíà÷èíó îáëèêà 4x+y = a. Óáàöèâà»åì òà÷êå
S ó jåäíà÷èíó äîáèjàìî äà jå a = 19, ïà jå òðàæåíà ïðàâà 4x+ y = 19.

Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä Ä.

13. Êàíîíñêè îáëèê êðóæíèöå jå (x − 1)2 + (y − a)2 = 14 + a2, ïà çà
öåíòàð âàæè p = 1, q = a è ïîëóïðå÷íèê r =

√
14 + a2. Åêñïëèöèòíè

îáëèê ïðàâå jå y = x + 3, ïà ñó k = 1 è n = 3. Óñëîâ äîäèðà jå
(k · p− q + n)2 = r2(k2 + 1), ïà çàìåíîì äîáèjàìî (4− a)2 = 2(a2 + 14), à
îäàòëå jå a2 + 8a+ 12 = 0. Çáèð ñâèõ âðåäíîñòè jå −2 + (−6) = −8.

Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä À.

14. f
(
x+2
x−1

)
= 2x+1

x+2
, ñìåíîìx+2

x−1 = t äîáèjàìî äà jå x = t+2
t−1 , à îäàòëå

f(t) =
2 t+2
t−1

+1
t+2
t−1

+2
= 3t+3

3t
= t+1

t
ïà jå f(x− 1) = x

x−1 .

Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä Ã.

15. Çàïèñèâà»åì ñòåïåíà ïðåêî ïåòîã ñòåïåíà êâàäðàòà äîáèjàìî äà
âàæå jåäíàêîñòè

z =
(

1−i√
2

)11
=

((
1−i√

2

)2)5

· 1−i√
2

=

=
(

1−2i+i2
2

)5
· 1−i√

2
= (−i)5 · 1−i√

2
= −i · 1−i√

2
= −1−i√

2
,

ïà jå òàäà z + z = −1−i√
2

+ −1+i√
2

= −
√

2.
Tà÷íî ðåøå»å jå ïîä À.

208



18 ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

[1] Æ. Èâàíîâè£, Ñ. Îã»àíîâè£: ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 1, çáèðêà çàäàòàêà
è òåñòîâà çà I ðàçðåä ãèìíàçèjà è òåõíè÷êèõ øêîëà. Êðóã, Áåîãðàä,
2011.

[2] Æ. Èâàíîâè£, Ñ Îã»àíîâè£: ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2, çáèðêà çàäàòàêà è
òåñòîâà çà II ðàçðåä ãèìíàçèjà è òåõíè÷êèõ øêîëà. Êðóã, Áåîãðàä,
2011.

[3] Æ. Èâàíîâè£, Ñ. Îã»àíîâè£: ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 3, çáèðêà çàäàòàêà
è òåñòîâà çà III ðàçðåä ãèìíàçèjà è òåõíè÷êèõ øêîëà. Êðóã,
Áåîãðàä, 2012.

[4] Æ. Èâàíîâè£, Ñ. Îã»àíîâè£: ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 4, çáèðêà çàäàòàêà
è òåñòîâà çà VI ðàçðåä ãèìíàçèjà è òåõíè÷êèõ øêîëà. Êðóã,
Áåîãðàä, 2013.

[5] Â. Áîãîñëàâîâ: Çáèðêà ðåøåíèõ çàäàòàêà èç Ìàòåìàòèêå 1.Çàâîä çà
ó¶áåíèêå, Áåîãðàä, 2011.

[6] Â. Áîãîñëàâîâ: Çáèðêà ðåøåíèõ çàäàòàêà èç Ìàòåìàòèêå 2.Çàâîä çà
ó¶áåíèêå, Áåîãðàä, 2011.

[7] Â. Áîãîñëàâîâ: Çáèðêà ðåøåíèõ çàäàòàêà èç Ìàòåìàòèêå 3.Çàâîä çà
ó¶áåíèêå, Áåîãðàä, 2011.

[8] Â .Áîãîñëàâîâ: Çáèðêà ðåøåíèõ çàäàòàêà èç Ìàòåìàòèêå 4.Çàâîä çà
ó¶áåíèêå, Áåîãðàä, 2013.

209


